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Nos problemas que envolvem a interação de diver-
sos meios, e vantajoso tratar as regiões de características di 
ferentes através. de algorí tmos implÍci tos e explÍci tos simül ta 
neamente. 
O objetivo do presente trabalho é estudar um al 
gorítmo misto de integração no tempo das equações gerais da di 
nâmica, aplicado a problemas não-lineares. A integração expli 
cita é efetuada pelo Método da Diferença Central, enquanto que 
a implícita, pelo Operador de Newmark. 
A análise é dirigida a sistemas rígido-flexíveis, 
tais como os associados a problemas de interação solo-fluido-es 
trutura. Nos casos de interação fluido-estrutura, examina-se a 
possibilidade de se desprezar a contribuição da rigidez do domí 
nio fluido. 
Uti.lizam-se elementos finitos isoparamétricos de 
variado número de pontos nodais. As matrizes de massa são do ti 
po discreta e agrupada a partir da matriz de massa consistente. 
Alguns exemplos sao apresentados e seus resulta 
dos comparados com os procedimentos usuais. 
Vl 
ABSTRACT 
In the analysis of interaction problems is 
advantageous to treat each region by implicit or explicit 
algorithms implemented in the sarne computational program. 
The objective of the present work is to study 
a mixed time integration algorithm applied to non-linear problems. 
The explicit integration is obtained by the Central Difference 
Method, while the implicit uses the Newmark Operator. 
:interaction 
Rigid-flexible systems, as soil-fluid-structures 
problems, are analysed. In the fluid-structure 
interaction,the stiffness contribution of fluid domains 




Isoparametric finite elements with variable nodal 
points are use d. Lumped or diagonal mas.s matrix base d in the 
consistent mass matrix are utilized. 
Some examples are presented and the results are 





1.1. Análise Dinâmica Não-Linear de Sistemas RÍgido-
FlexÍ veis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 
1.2. Os Algoritmos de Integração no Tempo .. ...... .. 3 
II MÉTODOS DIRETOS DE INTEGRAÇÃO 
2.1. Sistemas Semi-Discretos de Equações na Mecânica 
Não-Linear 
2.2. Os Métodos Diretos de Integração 
2.2.1. Algoritmos Explícitos: O Método da Dife-
14 
19 
rença Central . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 O 
2.2.2. Algoritmos Implícitos: o· Método. de .New-
mark ....................... ·............ 26 
2.2.3. Algoritmos Mistos Implícitos-Explícitos 35 
2.3. Estabilidade dos Algoritmos ................... 41 
2.4. Escolha do Intervalo de Integração ............ 48 
III - SISTEMAS RÍGIDO-FLEXÍVEIS: MODELOS IMPLEMENTADOS 
3 .1. Tipos de Problemas............................. 53 
3.2. Formulação do Problema Pelo Método dos Elemen-
tos Finitos .. 
3.2.1. Discretização do Meio Contínuo ......... 54 
3.2.2. Formulação dos Efeitos Não-Lineares .... 59 
Vlll 
Página 
3.2.3. Formulação dos Efeitos Dinâmicos...... 63 
3.3. Implementação Numérica 
3.3.1. Integração das Matrizes do Sistema 
3 . 3. 2 . 
3.3.3. 
Matriz de Massa ...................... . 
Matriz de Amortecimento 




3.4.1. Detalhes de Implementação ............. 72 
3.4.2. Influ~ncia da Rigidez do Fluido ....... 75 
3.5. O Modelo de Interface ........................ 76 
IV APLICAÇÕES 
V 
4.1. Viga Bi-Apoiada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 
4.2. Propagação de Ondas em Meio Fluido ......... .. 81 
4.3. Fluido Confinado em Tubo Cilíndrico ... ; . ... . . 97 
4.4. Calota Esférica Delgada ...................... 
4.5. Fundação Circular Sobre Maciço Terroso 




4. 7. Vaso de Pressão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 
COMENTÁRIOS E CONCLUSÕES 139 
REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS ............................ 145 
1 
INTRODUÇÃO 
1.1. Análise Dinâmica Não-Linear em SistemasRÍ,gido Flexiveis 
Atualmente, o engenheiro estrutural, s-e defronta com 
problemas complexos, cuja análise deve ser realizada no 
da dinâmica não-linear. A solução desses problemas era, 
tant~ extremamente difícil, se não mesmo impossível, há 
·tempo atrás. Alguns fatores motivaram o tratamento de 





Houve uma mudança no conceito de utilização dos 
materiais, procurando-se maior economia que, aliada à garantia 
de segurança, visava a um completo aproveitamento das caracte-
rísticas de resistência. Em cónseqilência, surgiram estruturas 
mais esbeltas e com maiores possibilidades de apresentarem um 
comportamento não-linear, quer em termos de equação constituti-
va (não-linearidade física), quer em termos de grandes desloca-
mentos e mudanças acentuadas na geometria (não-linearidade geo-
métrica). 
O segundo fator é devido ao aparecimento de novos 
e complexos sistemas estruturais, sujeitos a ações preponderan-
temente dinâmicas. É o caso, por exemplo,. das estruturas off-
shore, de prospecção e exploração de petróleo na plataforma ma-
rítima continental. A análise dinâmica dessas estruturas é fun 
damental, pois um dos carregamentos mais importantes a ser con-
siderado no projeto é devido à ação das ondas. 
Muitas vezes a estrutura se comporta de uma ma-
neira não-linear quando submetida.a carregamentos dinâmicos. 
Por exemplo, em transientes de curta duração, como no caso de 
cargas de impacto ou de explosões, pode. ocorrer um escoamento do 
material, ocasionado ,por elevadas tensões. 
Grandes obras, tais como barragens e reatores n'::!_ 
cleares, por segurança, ou mesmo por exigências de normas técni 
cas especializadas, devem ser analisadas dinamicamente e verifi 
cactos os efeitos não-lineares, mesmo que o comportamento da es-
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trutura seJa linear. 
Apesar dessas análises serem dispendiosas, são im 
portantes na proporçao em que um acidente puder se tornar catas 
trófico. Assim, verificações de choques, explosões, abalos sís 
micos, etc., precisam ser consideradas no projeto. 
Dentro desse contexto, e que os problemas que. e.1:1: 
volvem a interação de diversos meios de características diferen 
tes - tema central deste estudo, devem ser encarados, de manei-
ra global. 
O inter-relacionamento entre os diversos meios de 
ve ser considerado para permitir análises mais seguras e preci-
sas. Tratados independentemente sob um carregamento dinâmico, 
podem provocar uma solução diferente da -realidade. Por exemplo, 
o comportamento de um corpo elasto~plástico mergulhado em um 
meio fluido, com o qual interage dinamicamente, é outro daquele 
quando isolado. Devido às vibrações do corpo, surgirão pressoes 
hidra-dinâmicas (admitindo-se que se trate de água). O aparec~ 
menta de tais pressões é um novo carregamento que modifica as d~ 
formações do corpo. Essas deformações, por sua vez, acabam al-
terando as próprias pressoes hidra-dinâmicas que lhes causaram, 
num mecanismo contínuo. 
f evidente que, além dos aspectos acima discuti 
dos, as análises no campo da dinâmica não-linear só puderam ser 
concretizadas com o aperfeiçoamento dos computadores digitais,. 
que se tornaram mais rápidos e com maior capacidade de armazen~ 
menta de dados. Em. paralelo, houve um aprimoramento nos proce~ 
sos e nas técnicas de programação, que permitiram a implementa-
çao de programas eficientes. 
Deve-se destacar a importância do Método dos Ele-
mentos Finitos que, pela sua simplicidade e pelo seu vasto cam-
po de aplicação, é hoje uma ferramenta de cálculo universalmen-
te consagrada. Através dele, discretizando-se o meio contínuo 
de modo sistematico e uniforme, foi possível a realização de 
análises tão sofisticadas quanto precisas. 
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Este trabalho visa apresentar e discutir novas 
técnicas de análise dinâmica não-linear, em problemas que envol 
vem a interação de sistemas 
dos Elementos Finitos. Para 
rígido-flexíveis, através do Método 
tanto, desenvolveu-se um programa 
de computador em linguagem. FORTRAN-IV, com os recursos do. siste 
ma Borroughs B-6700, permitindo a comparaç·ão entre essas novas 
técnicas e os algoritmos tradicionalmente utilizados. 
O estudo limitou-se aos casos de não-linearidade 
física, correspondendo a equações constitutivas .não-lineares e 
mantendo a linearidade geométrica, definida por pequenos deslo-
camentos e deformações. 
1.2. Os Algori.tmos de Integ:ração no.Tempo 
As equaçoes gerais da dinâmica podem ser integr~ 
das por dois grupos distintos de algoritmos [91], a saber: os 
Processos Diretos, pelos quais a solução é obtida passo a passo, 
em intervalos discretos de tempo, e o Método da Superposição Mo 
dal, onde se tra·nsfbrmam as coordenadas do sistema estrutural p~ 
ra o sistema mo.dal, com o objetivo de se reduzir o número de 
graus de liberdade do mesmo. 
A escolha apropriada desses algoritmos é respon-
sável pela eficiência da análise. Ao contrário dos programas de 
análise estática, que podem ser utilizados como verdadeiras cai 
xas-pretas pelo engenheiro, os de análise dinâmica podem forne-
cer resultados absolutamente irreais, se o usuário não tiver um 
profundo conhecimento dos algoritmos de integração no tempo das 
equaçoes gerais da dinâmica. Além disso a .. solução pode se tor-
nar muito onerosa se estes programas forem empregados inadequa-
damente. 
A utilização do Método da Superposição Modal soe 
eficiente se apenas poucos modos de vibração forem necessários 
para a análise, ou se o sistema for localmente não-linear [9:U 
Deste modo, os problemas dinâmicos não-lineares 
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tem sido resolvidos preferencialmente através dos métodos dire-
tos. Nesses, nenhuma transformação de coordenadas é realizada. 
Partindo~se dos deslocamentos e velocidades no tempo t = O, e 
utilizando-se um intervalo de integração Llt convenientemente es 
colhido, as soluções são obtidas nos tempos t + Llt, t + 2 Llt, 
t + 3 Ll t, etc . 
Quando a solução for obtida a partir das condi-
çoes de equilíbrio no tempo t, diz-se que o algoritmo é explici 
to. Caso contrário, se o equilíbrio for considerado no tempo 
t + Llt, então o algoritmo será implicito. Do primeiro grupo, 
destaca-se o Método da Diferença Central, por ser o mais utili-
zado e .conhecido. Os ·métodos de Newmark, Wilson, Houbol te Park 
são exemplos característicos do segundo grupo de algoritmos. 
A escolha de um desses processos deve se basear 
em diversos. aspectos, tais como o tipo e o tamanho do problema 
que se defronta, a capacidade de armazenamento de dados de com-
putador utilizado e os custos computacionais resultantes. 
Os problemas dinâmicos podem ser classificados 
em dois grupos de características distintas: os de propagação de 
ondas e os de dinâmica estrutural propriamente dita (ou vibra -
ção forçada). A diferença básica entre essas duas classes de 
problemas é que nos de vibração forçada, apenas os modos mais 
baixos do .sistema físico são excitados pelas cargas aplicadas. 
Em tais casos, não. há necessidade de se determinar a influência 
dos modos mais.altos, pois elevaria .. o esforço. computacional, sem 
melhorar, consideravelmente, a precisão dos resultados. 
Há uma preferência em se utilizar algoritmos im-
plícitos na análise de problemas de vibração forçada. Eles apr~ 
sentam a vantagem de serem incondicionalmente estáveis para in-
tervalos de integração não inferiores a ~/lüw , 
~ - nµ 
alta freqliencia do carregamento aplicado IJl2-1. 
sendo w a 
µ 
mais 
É importante ressaltar que a estabilidade do al-
gorítmo implica na convergência dos resultados. 
tabilidade garante que, para pequenos intervalos 
A noção de es-
de tempo, a 
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energia do sistema se conservara e, para intervalos maiores, nao 
ocorrerá amplificação dos modos mais altos-de vibração ~f]. 
Os algoritmos implícitos têm o inconveniente de 
exigirem a montagem das matrizes globais do sistema, inÚmerBs fa 
torizações e retro-substituições. Em geral, cada fatorização e~ 
' 2 -
volve 0.5 Nm operaçoes; cada vetor solução implica em 2 Nm ope-
rações; onde N é o numero de graus de liberdade do sistema, e m 
é a semi-largura de banda da matriz de rigidez efetiva. A larg~ 
ra de banda é diretamente proporcional ao número de graus de li 
berdade e de uma numeração apropriada dos elementos. 
Conseqüentemente, dependendo do caso, o custo_ gl~ 
bal da análise pode sofrer uma variação linear ou cúbica, em fun 
çao do número de graus de liberdade. 
Quando houve_r um refinamento da malha de elemen-
tos finitos, para melhorar a precisão dos resultados, o esforço 
computacional será majorado. Tal situaçãó tornar-se-á crítica 
se, com o aumento do tamanho 
mento, houver necessidade de 
particionamento em blocos. 
das matrizes, 
utilização de 
decorrente do refina 
memória virtual ou 
Considerando-se_ o problema de custos, é_ vantajo-
so o emprego de matriz de massa consistente e elementos finitos 
de ordem superior. Esse tipo de tratamento mostrou-se eficaz 
na análise estática, podendo ser estendido aos problemas dinâmi 
cos, se os mesmos forem considerados como ,estáticos, levando-se 
em conta os efeitos de inércia. 
Os algoritmos explícitos tornam-se mais atrati-
vos quando o sistema possuir um número,elevado de graus de li-
berdade e, _particularmente, se ,o problema for de propagação de 
ondas. De um modo geral, as operações _d_e montagem das matrizes 
globais nao são mais -necessárias, dispensando o uso de memória 
virtual. 
O,.uso de matriz de massa discreta aumenta a efi-
ciência dos métodos explícitos, pois o sistema resultante terá 
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equaçoes desacopladas e cada uma delas poderá ser resolvida in-
dependentemente. 
Estes algorí tmos, no entanto, têm a desvantagem 
de nao serem estáveis para qualquer intervalo de tempo escolhi-
do. A condição de estabilidade impõe que o intervalo de inte-
graç·ão seja inferior·a um determinado valor - o intervalo críti 
co, que depende do maior período de vibração do sistema. Essa 
é a principal limitação do método, o que implica, em certos ca-
sos, na utilização de pequenos intervalos de tempo. 
Quando se adota o método explícito da Diferença 
Central, a consideração de matriz de massa diagonal e de elemen 
tos finitos simples deve ser a mais conveniente. 
Em-muitos problemas que envolvem a interação de 
diversos meios, é eficiente tratar as várias regiões componen-
tes do sistema, por algoritmos implícitos e explícitos simul ta-
neamente QltQ. Esse raciocínio. é compreendido através da segu~ 
te situação: considere-se um sistema rígido-flexível, tal como 
o associado a um conjunto fluido-estrutura. A análise global 
desses problemas constata que determinadas regiões do sistema 
\ respondem mais rapidamente às ações aplicadas do que outras. 
Tais respostas podem ser medidas em termos de deformações. As 
partes.rígidas (no caso, a estrutura) deformam-se menos que as 
flexíveis (o fluido). 
A utilização de um algoritmo implícito em todo o 
sistema teria o inconveniente de despender um grande esforço na 
montagem das matrizes globais, que incluiriam. os efeitos de inér 
eia da região flexível. Entretanto, esses efeitos são desprezf 
veis em relação aos da parte rígida. 
o custo global da análise. 
Logo, .a solução elevaria 
Por outro lado., se a escolha fosse um algoritmo 
explícito, o intervalo de integração seria.muito reduzido, pois 
estaria limitado ao intervalo crítico determinado em função da 
parte rígida, que possui o menor período de vibração do sistema. 
Porém, se o valor crítico fosse considerado na zona flexível, o 
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intervalo de tempo poderia ser muito maior, atendendo a condi-
ção de estabilidade e reduzindo o número de passos necessários 
na análise. 
Em função do exposto, tais problemas podem ser 
eficientemente resolvidos, se a parte rígida for analisada por 
um algoritmo implícito e a flexível por um explícito. Surgiram, 
assim, os algoritmos mistos ou implicitos-explicitos. 
Inicialmente, tentou-se solucionar tais casos atra 
ves de programas independentes e específicos, acoplando-os por 
intermédio de uma sub-rotina de entrada e de saída. Esse tipo 
de acoplamento, considerado frág.i l, não trouxe bons resultados. 
Belytschko e Mullen {94, oJJ desenvolveram pela 
primeira vez um acoplamento do tipo forte, implementando em um 
Único programa os dois algoritmos. A malha foi dividida em três 
classes de .elementos: os do domínio implícito, os do explícito, 
e os de interface. Os nós foram classificados em implícitos e 
explícitos, conforme a região a que pertenciam. Em cada inter-
valo de tempo integravam-se os nós da zona explícita, e os seus 
resultados eram utilizados como condiçoes de contorno para a in 
tegração dos nós implícitos. 
Esquematicamente, o funcionamento do método pode 
ser representado pela figura (I-1) para um sistema. unidimencio-
nal. Os elementos explícitos representados na malha estão en-
tre círculos vazios, enquanto que os implícitos estão entre cír 
culos cheios. As informações entre os elementos de cada domm:io 
estão indicadas em traço cheio,para os explícitos e, em ponti-
lhado, para os implícitos. 
Observa-se que, no domínio explícito, o fluxo de 
informações ·percorre apenas os nós adjacentes durante um passo 
de integração. Na região implícita da malha, as informações são 
transmitidas instantaneamente entre todos os elementos do domí-
nio, no mesmo intervalo de tempo. O deslocamento de qualquer nó 
da zona implícita depende das respostas de todos os·elementos des 









2 3 n-1 n n+I ,n+2 
EXPLICITO • 
,.j. ,1. .1 
INTERFACE IMPLICITO 
(Ll)-Fluxo de Informações entre os Elementos de uma Malha 
Unidimensional Implícita-Explícita, com o Mesmo ln-
tervalo de Tempo 
informações no sentido da malha explícita para a implícita, mas o 
contrário nao ocorre. Nesses casos, o n-ésimo nó da malha, por 
pertencer ao domínio explícito, sofre deslocamento em um inter-
valo de tempo, representado por dn ( t + llt), que independe do 
deslocamento d 1 (t + llt) do nó vizinho do domínio implícito. n+ 
No entanto, d 
1 
( t + llt) depende do valor de d ( t + llt). É por n+ n 
essa razao que os nós dos elementos explícitos eram integrados, 
primeiramente, a cada intervalo de tempo. 
O exemplo ilustrado acima refere-se à utilização 
de um mesmo intervalo de integração para as duas regiões. É po~ 
sível adotar tempos diferentes em cada domínio, mas os proble-
mas devidos ao acoplamento tornam-se 
soluções dessa natureza. Belytschko 
maiores, não se aconselhando 
[9 6J previu que o número de 
elementos de interface depende da relação entre os intervalos de 
tempo da região implícita e da explícita. Se essa relação for 
igual a N, então s.erão necessários N elementos de interface. A 
figura ( I-2) mostra uma malha unidimensional, em que o. intervalo 
de tempo dos elementos implícitos é o dobro dos explícitos, ha-
vendo, portanto, dois elementos de interface. 
Por meio do esquema proposto, outras combinações 
de acoplamentos, além da implícita-explícita (I - E), podem ser 












(I.2)- Fluxo de Informações entre os Elementos de umaMalha 
Unidimensional Implícita-Explícita, com o Intervalo 
de Tempo do Domínio Implícito Igual ao Dobro do Ex-
plícito 
ritmo implícito para as duas regioes da malha, mas cada uma de-
las sera integrada por diferentes intervalos de tempo (partição 
I - I). Analogamente, o problema pode ser resolvido através do 
algoritmo explícito, com intervalos distintos para cada domínio 
(partição Em - E). 
Nas integrações implícita-implícita (I - I) e ex 
plÍcita-explÍcita (Em - E), as equações de difêrenças nao sao 
suficientes para determinar todas as variáveis presentes no pr~ 
cedimento de integração ·ao longo do tempo. Algumas aproximações 
precisam ser realizadas. Nas particões CI - I), sao necessa-
rias algumas extrapolações nos nós de interface, enquanto que 
nas (Em - E) devem ser processadas algumas interpolações. Essas 
simplificações afetam a estabilidade da integração. 
Conseqüentemente, acoplamentos do tipo CI - I) sao 
instáveis na ausência de amortecimento·, porém a introdução de 
elementos de interface com amortecimento pode tornar o algoritmo 
estável. A estabilidade dos algoritmos (Em - E) depende do ti-
po de interpolação adotado: se a interpolação for linear, o me-
todo será condicionalmente estável Ql€]. 
Algumas possíveis combinações· de acoplamentos es 
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tão ilustradas na figura (I-3), em sistemas unidimensionais. A 
figura (I-3.a) mostra um exemplo de partição (Em - E), com in-
terpolação na interface. A malha da figura (I-3.b) é do tipo 
(Em - E), mas sem interpolações nos elementos de fronteira. Fi-
nalmente, a figura (I-3.c) apresenta o caso de um 
(I - I), onde são feitas algumas extrapolações. 
acoplamento 
d 
t + 2At 
t + .4 t 
I • EXPLICITO - 1 .. 1 .. INTERl'I 1:xPuc.-rl 
d 
t + 2A.f 
1 + 41 
d 
t + 2.dt ·---aot...----iu-,--... ---..... 
t + A t 
PARTIÇÃO Em - E COM 
(a) INTERPOLAÇÃO (e) 
( b) 
- m PARTIÇAO E -
INTERPOLAÇÃO 
E SEM 
(e) PARTIÇÃO r - I COM 
EXTRAPOLAÇÃO ( D ) 
-..---e---.... ---.-.--... --, 
Figura (I. 3 )- Outros Tipos de Acoplamentos com Diferentes Interva 
los de Integração 
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Na referência [96], Belytschko expoe um tipo de 
acoplamento que, associado ao esquema iterativo descrito em [}~]., 
provou ser um recurso efetivo para a análise não-linear, resul-
tando em um algoritmo estável no domínio implícito e que atende 
as condições de Courant-Fredrichs-Lewy na região explícita. 
Felipa realiza um estudo, em [97], sobre as pro-
priedades de estabilidade dos algoritmos implÍC"itos-explÍcitos, 
concluindo que, para interpolação linear, o método é condicio-
nalmente estável. 
A solução a presentada por Belytschko Qiti, O 5] mo~ 
trou-se eficiente para análises não-lineares. Porém, .devido ao 
tratamento especial dos elementos de interface, a sua implemen-
tação exige cuidados adicionais, com o inconveniente de alterar 
profundamente a estrutura de um programa de integração. 
Visando sanar tais problemas, Hughes [§-11]. im-
plementou um novo tipo de algoritmo de integração implícita-ex-
plícita, cujo acoplamento é de fácil programaçao. Através dele, 
as características de estabilidade e precisão são mantidas. Nes 
sa técnica, dispensa-se o uso dos elementos de interface. A ma 
lha é dividida apenas em elementos implícitos e explícitos. Os 
nos não são mais caracterizados de acordo com o domínio a que 
pertencem, pois um mesmo nó pode estar associado a um elemento 
implícito e a outro explícito. 
O acoplamento das duas regiões é feito ao nível 
de elemento, durante o processo usual de montagem das matrizes 
globais pelo Método dos Elementos Finitos .. Quando a matriz de 
massa for diagonal, a matriz de rigidez efetiva, resultante des 
se processo, é simétrica, positiva-definida,. e possui sub-regi-
ões diagonais correspondentes aos elementos explícitos. A figu-
ra (I-4) mostra a composição dessa matriz para uma malha bi-di-
mensional de elementos finitos implícitos-explícitos. 
A topologia da matriz de rigidez recomenda o uso 
de esquenas de solução do tipo coluna ativa, pelos quais os coe-
ficientes nulos, fora do sky-line, não são armazenados nem ope-
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TOPOLOGIA DA MAT.RIZ K" 
Figura (i.4)- Malha Bi-D.imensional de Elementos Finitos ímplÍci-
tos-ExplÍcitos e a Correspondente Matriz de Rigidez 
Efetiva 
rados [12-1'±]. Seguindo essa orientação, a integração implícita -
explícita no tempo não apresenta nenhuma dificuldade adicional, 
podendo ser facilmente implementada em programas que s·e utilizam 
de algorítmos implícitos. 
Este trabalho procurou seguir as recomendações i~ 
dicadas por Hughes [98-11], desenvolvendo um algorítmo misto i!!l: 
plÍcito-explÍcito de implementação muito simples eadaptando-o a 
um programa destinado ã análise dinâmica não-linear, por meio do 
algorítmo explícito l}fl. A integração explícita foi atendida 
pelo Método da Diferença Central, enquanto que a implícita pelo 
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Método de Newmark. A distribuição de massa utilizou o conceito 
de matriz de massa agrupada. 
O algoritmo desenvolvido é apresentado no Capít~ 
lo II, bem como os métodos da Diferença Central e o de Newmark. 
São discutidos os detalhes de implementação, as vantagens e as 
limitações de cada processo, comparando-os entre si. São expo~ 
tos estudos referentes à estabilidade e precisão. 
O Capitulo III trata dos sistemas rígido-flexíveis, 
onde os modelos implementados. para utilização em .cada domínio são 
apresentados. Discute-se o tratamento não-linear empregado. 
No quarto capítulo, são mostradas algumas aplic~ 
çoes, e os resultados são comparados com os processos tradicio-
nais. O programa implementado permite· a comparação. fiel entre 
os diversos métodos, já que é possível definir a análise total-
mente implícita, totalmente explícita, ou mista. 
No quinto e Último capítulo sao discutidos os re 
sultados, apresentadas algumas conclusões e colocadas sugestões 
para estudos futuros. 
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11 - M~TODOS DIRETOS DE INTEGRAÇÃO 
2.1. Sistemas Semi-Discretos de Equaç5es na Mec5nica Nio-Linear 
· Freqüentemente, os problemas da mecânica comput~ 
cional. podem ser representados por meio de sistemas de equações 
tais como: 
onde: 
M a = F 
M - matriz de massa generalizada 
a - vetor das acelerações 
F - vetor das forças aplicadas 
( II. l) 
A .discretização de um meio contínuo qualquer,. a-
través de elementos finitos, resulta em um sistema de equaçoes 
semelhante. a (II.l). Em geral, ~' '.3;·, e _!' são dependentes do 
tempo. A seguir, apresentam-se algumas aplicações, como ilus-
tração. 
A) Dinâmica Linear Estrutural 
Neste caso, o vetor das forças pode ser decompo~ 
to em: 
e v - K d (II.2) 
onde: 
e - matriz de amortecimento viscoso 
K - matriz de rigidez 
Fext - vetor das forças externas aplicadas 
d - vetor dos deslocamentos 
V - vetor das velocidades 
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A equaçao (II.2), aplicada em (II.l), pode ser 
considerada como um equilíbrio estático no tempo t das seguintes 
parcelas: 
-!-
!' I ( t) = Fext ( t) - :f D ( t) - :f S ( t) CII. 3) 
a forças de inércia 
V forças de amortecimento 
!'s(t) = K d forças elásticas 
Todas às parcelas sao dependentes do tempo. Nor-
malmente, as matrizes M, C e K são.constantes e simétricas; Me 
~ e ....ext-K são positivas definidas; C e positiva semi-definida; t = 
= fext C t) e uma função genérica do tempo . 
Os vetores de velocidades e acelerações podem ser 
representados como derivadas primeira e segunda, respectivame~ 
te, do vetor de deslocamentos em relação ao tempo: 
v = d' = ad /at ( II. 4) 
( 
( II. 5) 
Trata-se de um problema de valor inicial, que co~ 
siste em se encontrar uma função~. d(t), que satisfaça (II.l) 
e (II.2) e as condições iniciais: 
d(O) = d 
-o 
v(O) = v 
-o 
C II. 6) 
(II.7) 
Onde d e v são os ve,torés dos valores ·iniciáis éonhec1.dos '. -o -o 
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B) Condução Linear de Calor 
Em problemas desta natureza: 
F = :fXt c V ( II. 8) 
Onde: 
M - matriz de capacidade térmica 
c - matri·z de condutividade térmica 
Fext - vetor de transmissão de calor 
V - vetor das temperaturas -
a - vetor dos gradientes de temperatura 
Em geral,~ e Ç são considerados constantes, si-
métricas e positivas definidas; e Fext = Fext(t) e uma função g~ 
nérica do tempo. 
Procura-se uma função v = ;::(t), que satisfaça (II.l) 
e (II.8) e as condições iniciais: 
-Onde v e dado . 
-O 
v(O) = V 
-o 
C) Escoamentos Viscosos Incompressíveis 
( II. 9) 
Segundo a formulação da equaçao de Navier-Stokes 




v - N(v) (II.10) 




N - vetor das forças convectivas 
v - velocidade do escoamento 
nesta formulação, M e C sao constantes, simétri-
cas e positivas definidas;~= v' é a derivada Euleriana da ve-
locidade em relação ao tempo. 
Resolve-se o problema de valor inicial quando se 
encontrar uma função v = v(t) que satisfaça (II.D; ,CII.9):e (ILlOJ: 
D) Dinâmica Estrutural Não-Linear 
Usualmente empregam-se coordenadas Lãgrangeanas 





~nt - vetor das forças internas, que dependem 
dos deslocamentos, das velocidades e das 
suas respectivas históri6as 
/ 
fext - vetor das forças externas 
d - vetor dos·,desló6amentos em relação a uma 
configuração de referência 
v = d' vetor das velocidades 
a= v' = d'' - vetor das acelerações 
As não-linearidades a serem consideradas sao de-
vidas a grandes deslocamentos da estrutura, ou a uma plastific~ 
ção parcial ou total da mesma. Analiticamente, estes efeitos pe, 
dem ser representados por complexas equações algébricas, equa-
ções diferenciais, equações integrais, ou, algumas vezes, sao ne 
cessárias inequações como na Teoria da Plasticidade. 
18 
Assim, o vetor das forças internas pode ser es-
crito da .. seguinte forma: 
Fint = N ( d v) - ' (II.12) 
Onde N e uma função não-linear dos deslocamentos 
e das velocidades. 
As derivadas parciais de Nem relação a d e a v 
~T = ílN/íld (II.13) 
e 
~T = ílN /av (II.14) 
sao conhecidas como matriz de rigidez tangente e matriz de amor-
tecimento tangente, respectivamente. São operadores lineares a~ 
saciados a N, mas, em geral, não variam linearmente em relação 
a d e a v. 
Nestes casos, 
M 
1:! , !ST, 
1:! , !ST 
~T 
- constante 
C - simétricas -T 
- positivas definidas 
- positiva semi-definida 
O problema de valor inicial consiste em se encon 
trar uma função d = d(t) que satisfaça as equações (II.D, (II.6), 
(II.7); (II.11) e (II.12). 
Este trabalho se limitou ao estudo das equaçoes 
deste item, considerando apenas as não-linearidades do tipo fí-
sico, onde as equações constitutivas não seguem variações line~ 
res. Para representar o comportamento.· elasto-plástico dos ma te 
riais, utilizou-se o Modelo de Von Mises, desenvolvido na Troria 
Matemática da Plasticidade, conforme ·sera.·· , · discutido. ·.no 
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éapÍ tulo III). 
As equaçoes diferenciais serao integradas por à.1 
gorÍtmos diretos, descritos a seguir. 
2.2. Os Métodos Diretos de Integração 
Os métodos diretos tem por objetivo integrar no 
tempo sistemas de equações análogos ao (II.l), através de proc~ 
dimentos do tipo passo a passo, sem efetuar nenhuma mudança de 
base de coordenadas Q. 7-19]. Sumariamente, estes algoritmos se 
apoiam nos seguintes aspectos: 
a) A solução é do tipo discreto, ou seja, resol-
ve-se o sistema de equaçoes em apenas um numero inteiro de in-
tervalosde.tempo t + nt, t + 2 nt, t + 3 nt, etc. Os efeitos de 
inércia e amortecimento são considerados apenas naqueles pontos 
correspondentes aos intervalos de integração. Desta forma, a 
cada intervalo de tempo, podem ser utilizados os processos de 
resolução de sistemas de equações empregados na análise estáti-
ca. 
b) Assume-se uma variação contínua dos desloca-
mentos, velocidades. e acelerações em cada intervalo de integra-
çao, a menos que a estrutura a tinja o colapso. Esta definié;"ão 
e, em Última análise, a que determina a precisão, a estabilida-
de e o custo do processo de solução. 
Os métodos diretos, conforme o tempo em que se 
efetua o equilíbrio das equações gerais da dinâmica, dividem-se 
em: 
- algoritmos explícitos - se o equilíbrio aconte 
ce no tempo t; 
- algoritmos implícitos - caso o equilíbrio seja 
atingido no tempo t + nt. 
Comentou-se, no primeiro capítulo, as vantagens e 
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as limitações destes algoritmos, e mostrou-se que, em problemas 
que envolvem a interação de dois ou mais meios diferentes, é in 
teressante a utilização simultânea dos mesmos, através dos pro-
cessos mistos. Os detalhes·de implementação serão.apresentados 
nos itens que se seguem, de acordo com a .seqüência: inicialmen-
te os algoritmos explícitos, por meio do Método da Diferença C~ 
tral; a seguir, ·os implícitos, que serão abordados apenas atra-
vés do Método de Newmark; compreendidos estes dois grupos de al 
gorítmos, estuda-se o Método Misto Implícito-Explícito. 
Antes, porem, deve ser feita uma observação are~ 
peito da equaçao (II.12). Se a matriz de amortecimento for ob-
tida a partir da matri.z de massa, conforme será visto no CapÍt:::; 
lo III, então o vetor das forças internas passa a ser uma fun-
ção não-linear apenas dos deslocamentos, reduzindo-se a: 
fnt = N (cj) (II.15) 
Tal procedimento sera adotado neste trabalh:J, con-
vencionando-se, daqui por diante, que o vetor fnt (t) é o cor-
respondente a equação (II.15), e atendendo-se a equação (II.13). 
2.2.1. Algorltmos Expllcitos: O Mitodo da Diferença Central 
Considere-se a equaçao ( II .1) que no caso mais g!': 
ral da dinâmica estrutural pode ser expressa por: 
M a + e V + (II.16) 
A integração no tempo desta equaçao pode ser fei 
ta por expressões em diferenças finitas, para aproximar acelera 
çoes e velocidades em termos de deslocamentos. Embora teorica-
mente qualquer uma possa ser:;.utilizada, a escolha deve ser cui-
dadosa para que o esquema de solução seja efetivo. Poucas sao 
as expressoes que apresentam resultados satisfatórios. Dentre 
essas, aquela que vem sendo utilizada com mais freqüência e a 
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correspondente ao Método da Diferença Central. 
Neste método, assume-se que: 
~t = llt2 
1 
~t-llt - 2 ' ~t + ~t+LIJ (II.17) 
Como em (II.17) o erro apresentado é da ordem de 
llt 2 , para que a expressão das.velocidades mantenha a mesma or-
dem, toma-se: 
::'.t = 
1 1- d + L -t-llt ~t+ll~ (II.18) 2 llt 
Desta forma, o equilíbrio da equaçao (II.16) acon 
tecerá no tempo t, ou seja, 
M + C V + ..i.ntCt) = FextCt) . ~t . -t t CII.19) 
Substituindo-se CII.17) e CII.18) em CII.19), ob 
tém-se a expressao que fornece os deslocamentos no tempo t + llt 
em função daqueles obtidos no tempo t: 
CM + O, 5 li t C) 
+ M . ~t - CM - 0.5 llt C) 
CII.20). 
Como os deslocamentos no tempo t + llt foram obti 
dos através de CII.20) a partir de uma condição de equilíbrio no 
tempo t, diz-se que o algoritmo é explicito. 
Pode ser observado em CII.20) que a determinação 
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de ~t+ót envolve os termos ~te ~t-ót' Quando t = O, há neces-
sidade de um esquema especial de partida, a fim de que se obte-
nha o valor de ~-ót' Como em geral ~o e ~o sao conhecidos, e 
a pode ser determinado através de (II.19), as relações (II.17) 
-O 
e (II.18) devem ser utilizadas para o cálculo de ~-ót Nesteca 
so, para cada elemento (i) dos vetores considerados, tem-se: 
= d(i) - ót . 
o 
(i) 
V o + --
2 




O Método da Diferença Central, conforme apresen-
tado, é uma prática ferramenta de análise, principalmente se a 
matriz de massa utilizada for diagonal. Quando isto acontece, 
a matriz de amortecimento, que em geral é expressa em função da 
matriz de massa, passa a ser também diagonal, permitindo rees-
crever a equaçao (II.20) de uma maneira mais compacta: 
Onde: 
e 
M '~t+ót = ~t 














Sob estas condições, nao há necessidade de se rea 
lizar: a montagem das ma.trizes do sistema, pelo processo tradi-
cional de espalhamento dos coeficientes, nem proceder a resolu-
ção do sistema de equações (II.15). Isto porque as equações de~ 
te sistema são desacoplada s e podem ser resolvidas, independe:!:! 
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temente, ao nível do elemento. Neste caso, o cálculo dos desl~ 
camentos será efetuado por meio de uma expressão algébrica como 











- ll m .. = + 
ll ti t 2 
c .. 
ll 
2 . tit 
. ~ . 




das matrizes de massa e de amorteci-
mento, respectivamente 
m .. > O 
ll 
Esta é a principal vantagem do Método da Difere~ 
Como as matri~es do sistema 
das, o gasto de memória será reduzido, e 
não precisam ser mont~ 
a solução poderá ser ra 
pidamente obtida ao nível do elemento [3(U. 
Contudo, sua eficiência depende de se adotarem m~ 
trizes de massa e amortecimento diagonais. Além disso, o inter 
valo de tempo não deve ser maior que o intervalo crítico: 





Oride T n 
elementos finitos, e n 
e o menor período de 
e a ordem do sistema 
(II.26) 
vibração de todos os 
de equações. 
Esta limitação é devida ao fato de que o método 
e instável para intervalos de tempo maiores do que o crítico. 
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Nessas situações, os erros de truncamento e arredondamento da 
análise numérica crescem indefinidamente, ocasionando uma res-
posta que não corresponde a realidade. 
O período de vibração do elemento é diretamente 
proporcional à quantidade de massa que o mesmo possui. Por esse 
motivo, exige-se quem .. seja maior do que zero em (II.25) para 
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que o processo possa ser realizado. Caso contrário, o interva-
lo crítico será nulo, tornando impossível a análise. 
A necessidade de se utilizar intervalos de tempo 
menores do que o crítico representa a maior desvantagem do Mét~ 
do da Diferença Central, que, por este motivo, é consideradoco~ 
diciona Zmente es táve Z. Esta limitação pode ser compreendida atra-
vés do seguinte caso. Seja um sistema de ordem n elevada. Por 
hipótese, um de seus elementos tem massa tão pequena que se apr~ 
xima de zero, implicando em um período de vibração muito reduzi 
do. Em conseqüência, tal elemento determinará o valor crítico 
de intervalo de integraçâo que, por sua vez, será bastante redu 
zido. Os intervalos de tempo a serem adotados deverão ser mui-
to pequenos para que satisfaçam (II.26). Com isto, o esforço CO!!l_ 
putacional será majorado, o custo total da análise se elevará, e 
o algorítmo poderá deixar de ser vantajoso. 
O Método da Diferença Central soe compensador 
se as matrizes de massa e de amortecimento forem diagonais e se 
o intervalo de tempo de integração não for muito reduzido (sem 
deixar de atender ao intervalo crítico) (]1-2:U. Caso contrário, 
a análise corre o risco de se tornar ineficiente, e, se assim for, 
e preferível a mudança de algorÍtmo. 
O Quadro II .1 apresenta o procedimento para im-
plementação do Método da Diferença Central. 
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QUADRO ( II. l) - Roteiro para Implementação do Método da Diferen 
ça Central 
1) Início do processo: t = O 
2) Montagem das matrizes do sistema: 
M c , e Fint 
(~ e Ç diagonais) 
3) Inicialização dos deslocamentos, velocidades e acelerações: 
4) Escolha de 
5) Cálculo de 
6) Cálculo da 
d , v , e a_.
0 -O -O 
Lit < Lit cr 
~-Lit: 
d(i) d(i) Lit = --Lit o 




M + _l_ 
2/it 
V 
7) Incrementação do tempo: t = t + Lit 













M • ~t 
Continua ... 
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QUADRO (II.l) - Continuação ... 
9) Cálculo dos deslocamentos, velocidades e acelerações, por 












1 O) Retorno do processo ao item (7) a tê que se a tinja o tempo 
final de análise. 
2. 2. 2. Algoritmos ImplÍ-citos: O Método de Newmark 
Os algoritmos implícitos são aqueles que resol 
vem o sistema de equações (II.16) obtendo a solução dos deslo-
camentos a partir de uma condição de equilíbrio no tempo t+l'lt. A 
grande vantagem desses métodos é que, em geral, eles são incon-
dicionalmente estáveis, ou seja, qualquer intervalo de integr~ 
ção pode ser adotado sem prejuízo da estabilidade da solução [?4-
2~. Em relação ao Método da Diferença Central, intervalos maio-
res podem ser considerados, diminuindo o número de iterações, 
sem que se atinja uma condição de instabilidade numérica. 
Por outro lado, há necessidade de fatorização da 
matriz de rigidez efetiva do sistema. Isto representa um es-
forço computacional enorme na medida em que o número de graus de 
liberdade cresce. 
Portanto, a eficiência dos algoritmos implícitos 
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está intimamente relacionada com o processo de resolução do sis 
tema de equações, bem como com as técnicas empregadas para o a~ 
mazenamento das matrizes do sistema. Em geral, devido as carac-
terísticas topológicas de tais matrizes e, com a finalidade de 
se reduzir o gasto de memória, é aconselhável a utilização de 
um esquema de armazenamento do tipo coluna ativa, onde os ele-
mentos nulos acima do eky-Zine não são armazenados. 
O custo da análise é o fator limitante do empre-
godos algoritmos implícitos. Quanto mais refinada for a malha 
de elementos finitos, maior será a ordem das matrizes do siste-
ma, que, por sua vez, exigirão um gasto excessivo de memória, 
podendo ser necessária a utilização de memória virtual ou parti:_ 
cionamento em bloco para a resolução do sistema. Em decorrência, 
os custos da análise se elevarão, até o ponto em que uma solu-
ção alternativa seja mais atraente. 
Assim como os explícitos, os algoritmos implíci-
tos sao desenvolvidos a partir de expressões em diferenças fini:_ 
tas. Os mais utilizados na análise estrutural são os métodos de 
Houbolt, o de Wilson, e o de Newmark. Pela precisão, facilida 
de de implementação, e por ser o mais comumente utilizado, op-
tou-se pelo algoritmo de Newmark, sobre o qual se discutirá a 
segi,ir. Os outros métodos podem ser encontrados nas referências 
[14-27]. 
O algoritmo de Newmark pode ser entendido como 
uma extensão do método da aceleração linear. Assume-se que a 
aceleração varie linearmente em relação ao tempo (conforme a fi 
gura (II.l)), e, desta forma, os deslocamentos e as velocidades 
podem ser expressos nos seguintes termos: 
:'. t+{lt = :'. t + Ql - y) ':t + y · ':t+{l-il · {lt 
~t+{lt = ~t + :'.t . {lt + [<o.s - S) . ':t + 




B e y sao parâmetros que determinam a estabilida 
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FIGURA (II.l) - O Método da Aceleração Linear. 
Quando: 
y > o,s 2 e S > 0,25 . (0,50 + y) 
o método é incondicionalmente estável. Newmark havia sugerido 
inicialmente que se adotassem 0,5 e 0,25 para y e B respectiva-
mente. Quando y = 0,5 e S = 0,157, as relações CII.27) e (II.28) 
correspondem ao método da aceleração linear. 
O algoritmo de Newmark é considerado implícito 
porque o equil Íbrio é obtido no tempo t + !it. Desta forma, a 
equação (II.15) passa a ser expressa por: 
int 
M · ~t+tit + e · ~t+tit + It+tit = 






- = ;:'. t+ li t V + (1 - y) -t . '::t . ilt (II.30) 
~t+ilt = ~t + ::'.t . ilt + CD.5 - SJ . '.:t . ilt2 
(II.31) 
~t+ilt e ~t+ilt sao os valores preditores (ou das 
estimativas) dos deslocamentos e das velocidades, respectivame~ 
te, no tempo tem relação ao tempo t + ilt. 
Observe-se que as equaçoes (II.27) e (II.28) po-
dem ser expressas em função dos valores preditores definidos em 
(II.30) e (II.31). Nestas condições, tem-se: 
::'.t+ilt = ::'.t+ilt + y . '.:t+ilt . ilt (II.32) 
e 
~t+ilt = ~t+ilt + S . '.:t+ilt. L1t
2 (II.33) 
Onde: 
::'.t+ilt e ~t+ilt sao conhecidos como os valores cor-
retores das velocidades e dos deslocamentos no tempo t + ilt. 
Dessa forma, o algorítmo de Newmark consiste em 
resolver o sistema de equações (II.29), utilizando (II.32) e 
(II.33), e satisfazendo as condições iniciais d(O) e v(O) defi-
nidas em (II.6) e (II.7), respectivamente. 
Da equaçao (II.33), obtém-se: 
-
'.:t+ilt . (~t+ilt - ~t+ilt) (II.34) 
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Levando (II.34) em (II.32) encontra-se: 
::'.t+llt = ::'.t+llt + 
y 
. ~t+llt (II.35) 
i3.llt 
Substittiindo-se convenientemente (II.iO)e(II.31) 





+ Fint l 
-t+ll~ 
M 
. ~t+llt = 
ext 
= ~t+llt + --Sllt2 ~t 
+ ':::'.t llt+(0.5-13) ~t 




O sistema de equaçoes não-lineares que 
representa permite a determinação dos deslocamentos no 
(II. 36) 
tempo 
t+llt. As velocidades e acelerações ficam automaticamente esta-
belecidas através de CII.34) e (II.35). 
Um outro tipo de implementação pode ser feito no 
algoritmo de Newmark, através 
de Newton-Raphson Modificado. 
de um processo iterativo como o 
Transforma-se o sistema, resol-
vendo-o comei um problema está t.iao efetivo. 
seguintes etapas devem ser percorridas: 
Nesse sentido, as 
a) Estimam-se os valores dos deslocamentos e das 
velocidades através dos valores preditores - equações (II. 30) e 
(II.31). Admite-se que as acelerações iniciais são nulas, ou 
seja: 
e i > 




::'.t+Lit = ::'.t+Lit 
(i) 
'::t+Lit = o 
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i = O - Índice contador de iterações. 
(II.38) 
(II.39) 
b) Calcula-se o vetor das forças residuais por 
meio da equação (II.29): 
Li F 
ext (i) (i) (i) 
= rt+Lit - M ~t+Lit - ~T ::'.t+Lit - !T ~t+Lit 
(II.40) 
c) Monta-se a matriz- de rigidez efetiva (compare 
com os termos da esquerda na equação (II.36)): 
1 K'' = 
Lit~S 
M + __:t___. ~T + !T 
Lit.B 
(II.41) 
dJ Resolve-se o problema estático efetivo, por 
exemplo, através do método de eliminação de Gauss. 
onde: 
K* Lid = LiF (II.42) 





= d(i) + Lid 
-t+Lit (II.43) 
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As velocidades e as acelerações da iteração Ci+l) 
sao obtidas através de (II.34) e (II.35). 
e) Se houver necessidade de novas iterações, in-
crementa-se o Índice contador i em uma unidade e recomeça-se o 
processo a partir do item b. Quando se atingir uma condição de 
convergência para ód ou ó[, chega-se ao fim desta etapa. Os de~ 
locamentos, as velocidades e as acelerações no tempo t+ót cor-










Retorna-se ao item a sempre que se desejar cale~ 
lar os deslocamentos, velocidades e acelerações para um novo te!!!_ 
po. Encerra-se o processo ao se atingir o tempo final de análi 
se. 
A figura (II.2) representa o processo incremen-
tal utilizado, se a iteraçao for simples, e a figura (II.3) re-
presenta o mesmo processo quando a matriz de rigidez efetiva for 
atualizada. 
O presente trabalho desenvolveu o algoritmo de 
Newmark na forma de um problema estático efetivo, resolvendo-o 
pelo processo de Newton-Raphson modificado. Os parâmetros de 
controle y e S foram tomados constantes e iguais a O. 50 e O. 25 
respectivamente. O critério de controle de convergência foi 
adotado pela expressão (II .44), em consonância com a re-










FIGURA (II.2) - Processo Incremental sem Atualização da Matriz 











---f'-----j-----f----:;----------1-d d1 d2 ... d 0 
FIGURA (II.3) - Processo Incremental com Atualização da Matriz 
de Rigidez (Método de Newton-Raphson Original). 
l ld(i+l) -t+Lit 
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' ( i) 11 
'.::t+lit 
ll d(i+l)II -t+Lit 
< tolerância (II.44) 
Onde 11 ~ 11 é a norma euclidiana do vetor d. 
O Quàdro (II.2) apresenta o procedimento para im 
plementação do algorí tmo de Newmark na forma em que foi adotado 
neste trabalho. 
QUADRO (II.2) - Roteiro para Implementação do Método de Newmark 
1) Início do processo: t = O 
2) Montagem das matrizes do sistema: 
M, C, e Fint 
3) Fase das estimativas: 
i = O (Índice contador de iterações) 
( i) 
~t+Lit = ~t+Lit 
v(i) = '.'.:t+Lit t+tit 
a(i) = o 
t+Lit 
4) Montagem do vetor das forças residuais: 
ext 
~t+Lit 
(i) (i) Fint<i) 
M ~t+Lit - ~T ~t+Lit - -t+Lit 
5) Montagem da matriz de ridigez efetiva: 
y 
~T + ~T 
Continua ... Lit. B 
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QUADRO (II. 2) - Continuação ... 
6) Resolução do sistema de equaçoes (problema estático efetivo): 
7) Fase das correçoes: 
d(i+l) 
-t+llt 
= d(i) + lld(i) 
-t+llt 
Ci+l) 
a -t+ t 
= _l_(d(i+l) 
Sllt2 -t+llt - ~t+llt) 
e i +1 l 
:'.t+llt = :'.t+llt + 
_Y_ 
Sllt 
e i +1 l 
~t+llt 
8) Verificação do processo de convergência: 
a) se NÃO CONVERGIU: faz-se i=i+l e retorna-se 
ao item 4. 
b) se CONVERGIU: faz-se t=t+llt e retorna-se ao 
item 3, até se atingir o tempo final de análise. 
2. 2. 3. Algoritmos Mistos Impl'icitos-Expl'icitos 
Tendo se discutido os aspectos mais importantes 
dos algoritmos implícitos e explícitos, e verificado que os mes-
mos possuem características próprias 
consideração na análise de problemas 
saciá-los para resolver determinados 
que devem ser levadas em 
específicos, porque não as-
casos, como os de interação 
de diversos meios, aproveitando-os de uma forma mais eficiente? 
Tal idéia originou o algoritmo misto implÍcito-
explÍcito. Por meio dele, nos problemas que envolvem meios di~ 
tintos, as regiões rígidas da malha são resolvidas por elemen-
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tos implícitos, enquanto que as partes flexíveis sao analisadas 
através dos explícitos. Outros algoritmos mistos, combinando d~ 
mÍnios implícitos (ou explícitos) com diferentes intervalos de 
integração, puderam ser desenvolvidos a partir do mesmo princí-
pio QQ]. O presente trabalho se limitou ao estudo do primeiro 
tipo de associação, a qual tratará, daqui por diante, apenas por 
algoritmo misto. 
Além de conciliar eficientemente as característi 
cas dos dois métodos, o algoritmo misto deve ser de fácil impl.§_ 
menta:ão. Portanto, permanecem válidas as observações quanto ao 
tratamento que deve ser dado a cada processo, conforme discuti-
do nos itens anteriores. Da maneira como será apresentado, o 
algoritmo misto pode ser facilmente implementado a um programa 
de elementos finitos para a análise dinâmica não-linear, que te 
nha sido desenvolvido originalmente por um método implícito. 
A utilização do referido algoritmo implicá na di 
visão da malha em elementos implícitos e explícitos. Desta for 
ma, as matrizes do sistema vão apresentar sub-regiões caracte-
rísticas de cada domínio. Fica convencionado que t!I, ç~, q,int)I 
e (Fext)I sao as matrizes de massa e de amortecimento, e os ve-
tores das forças internas e externas do domínio implícito, res-
pectivamente. A substituição do superÍndice I por E correspon-
de, de maneira análoga, às matrizes de massa 
aos vetores de forças do domínio explícito. 
seja diagonal. 
e amortecimento e 
Assume-se que ME 
O algoritmo implícito-explícito, assim como no 
método de Newmark que lhe serviu de base, faz com que o equilí-
brio das equações da dinâmica seja atingido no tempo t + ~t. 
Nestes termos, o sistema de equações (II.16) passa a ser repre-
sentado por: 
M c1 CE 














Os valores preditores e corretores das equaçoes 
acima sao os mesmos que os definidos em (II.30) 
expressões (II.4-5) e (II.4-6) permitem que sejam 
e (II.31). As 
acrescentadas 
nas parcelas da direita novas massas ou forças externas nodais. 
No entanto, quando forem utilizados molas ou amortecedores no-
dais, deve-se ficar bem claro em qual domínio, implícito ou ex-
plícito, estão atuando esses elementos, não sendo permitido uti 
lizá-los na interface''', para não tornar a equaçao (II.4-5) incom 
patível. 
A análise por meio do algoritmo misto pode ser 
, feita na mesma seqüência das equações (II.37) a (II.4-3) do item 
anterior. As Únicas diferenças sao nas montagens do vetor de 
forças residuais e da matriz de rigidez efetiva, que devem le-
var em consideração a influência dos elementos explícitos. 
Assim sendo, o vetor de forças residuais passa a 
ser determinado por: 
(1•) Quando forem necessários elementos escalares de mola ou de 
amortecimento na interface entre os diversos domínios, ado-
tam-se faixas de pesuena largura de elementos implícitos, 
dentro da zona flexivel, para que as molas ou os amortecedo 













onde as matrizes: 
c1 = aN1 /av 
-T 







sao funções dos deslocamentos e das velocidades no tempo t + llt 
dai-ésima iteração. Estas matrizes possuem uma estrutura do 
tipo banda, decorrente da conetividade dos elementos do domínio 
implícito. Conseqüentemente, a matriz de rigidez efetiva, que 
é simétrica positiva definida, possui sub-regiões diagonais cor 
respondentes aos elementos explícitos. A topologia de tal ma-
triz pode ser ilustrada através da figura (I-4) para uma malha 
simplificada. 
A estrutura da ma triz K''' é melhor explorada se 
for adotado um sistema de armazenamento do tipo coluna ativa, ou 
seja, os coeficientes nulos acima do sky-line não são armazena-
dos nem operados. 
A eficiência do algoritmo pode ser melhorada por 
meio de uma escolha criteriosa da malha de elementos finitos e 
da numeração de seus nós. 
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Embora as atualizações da matriz de rigidez efe-
tiva sirvam para acelerar o processo de convergência, elas de-
vem ser evitadas, quando excessivas. 
atingida mais rapidamente alterando-se 
ção, conforme os trabalhos de [?l, 22] 
A convergência pode ser 
o intervalo de integra-
em relação ao Método da 
Diferença Central. Na análise dinâmica linear, se o intervalo 
de integração permanecer constante, a matriz de rigidez efetiva 
precisará ser motada e fatorizada apenas uma Única vez. 
Quando inúmeras iterações forem necessárias para 
se atingir a convergência, é aconselhável armazenar os vetores: 
ext E 
~t+i'.t - ~T 
que se mantém constante ao longo de um intervalo de tempo, pode:i::i_ 
do ser aproveitados para o cálculo das iterações subseqüentes. 
A solução para os nós entre os elementos explícitos é obtida 
após a primeira iteração, dependendo do tipo de controle de con 
vergência a ser realizado. 
Da maneira como foi implementado, o algorítrro apr:':_ 
senta a particularidade de poder resolver os problemas discreti 
zando o meio contínuo com todos os elementos implícitos ou to-
dos explícitos. Pode, dessa forma, comparar os resultados de 
um mesmo exemplo entre os algoritmos empregados, e verificar a 
eficiência de cada um deles através do mesmo programa. 
Deve-se ressaltar que a eficiência do método mis 
to está intimamente relacionada com dois aspectos: 
19) da escolha apropriada do processo de solução 
do sistema de equações (problema estático efetivo) - no caso 
deste trabalho, adotou-se o Método da Triangularização de Gauss~e 
29) da eficiência das subrotinas de formação e 
montagem das matrizes dos elementos e dos vetores de forças in-
"t"ernas. 
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O roteiro para a implementaçao do algoritmo mis-
to está apresentado no Quadro (II.3). 
QUADRO (II.3) - Roteiro para Implementação do Método Misto 
1) Início do processo : t = O 
2) Montagem das matrizes do sistema: 
I E I 
M ' ~T ' ~T' ~T ' 
3) Fase das estimativas: 
i = O (Índice contador de iterações) 
(i) 
~t+Lit = ~t+Lit 
(i) 
::'.t+Lit = ::'.t+Lit 
(i) 
':t+Lit = o 
4) Montagem do vetor de forças residuais: 
Li F ( i ) = F ext Ci) CI Cil CE -
M ':t+Lit - -T ::'.t+Lit - -T ::'.t+Lit -
5) Montagem da matriz de rigidez efetiva: 
1 
2 




6) Resolução do sistema de equaçoes (problema estático efetivo): 
Coni:inu~ ... 
QUADRO (II.3) - Continuação 














_i_ e i+1 l + ':t+llt 
Bllt 
8) Verificação do processo de convergência: 
a) se NÃO CONVERGIU: faz-se i = i+l e retorna-se 
ao item 4. 
b) Se CONVERGIU: faz-se t = t+llt e retorna-se ao 
item 3, até que se atinja o tempo final de análise. 
2.3. Estabilidade dos Algorltmos 
Para que um algoritmo seJa estável, e necessário 
que qualquer erro que tenha sido introduzido durante a análise 
nao seja amplificado acima de um determinado valor limite. Esta 
é uma definição sumária de e·s tabi lidade, válida para qualquer 
algoritmo. 
O estudo de tal assunto em processos de integra-
çao no tempo para análise não-linear é muito controvertido, pois 
existem vários critérios de estabilidade., e nem sempre o algoritmo aten 
de a todos simultaneamente. 
Dada a complexidade do assunto, e para não se afas 
tardo tema central deste trabalho, evitar-se-á uma discussão 
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mais aprofundada, indicando-se as referências Ql-35] para maio 
res esclarecimentos. Como o método misto é decorrente da asso-
ciação de dois algoritmos distintos, implícito e explícito, a 
estabilidade do mesmo será considerada após uma abordagem sobre 
o comportamento numérico daqueles processos. 
A estabilidade do algoritmo explícito e, em ge-
ral, controlada pela escolha apropriada do intervalo de 
nt, que deve estar limitado a um valor nt 
cr 
tempo 
O intervalo crítico é proporcional a maior fre-






onde T é o menor período do sistema. n 
(II.54) 
A referida limitação pode também ser expressa p~ 
la condição de Courant, pela qual o intervalo crítico deve ser 
igual ao 
qualquer 
menor tempo de propagação das ondas cisalhantes para 
elemento do domínio. Esta limitação é válida tanto p~ 
ra a·.·.análise linear como para a não-linear. 
Para se compreender melhor o comportamento nume-
rico do algoritmo nos dois tipos de análise, considere-se o se-
guinte exemplo. Seja um sistema em que o intervalo de integra-
ção adotado é inferior ao tempo crítico nt durante certo pe-
cr 
rÍodo de tempo, mas, em um determinado momento, ele se torna li 
geiramente maior, retornando ao seu valor original logo em se-
guida. Na análise não-linear, os resultados não mostram uma si 
tuação evidente de instabilidade, mas, 
acumularão durante o período em que nt 
ficativamente a solução do problema. 
ao contrário, os erros se 
> nt , alterando signi-- cr 
Na análise linear este pr~ 
cedimento não acontece pois os resultados crescem rapidamente 
sob a condição de intervalos maiores do que o crítico. 
Para o algoritmo implícito de Newmark, garante-
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se que nao haverá instabilidade se y ~ 1/2 e S ~ y/2. A estabi 
lidade será incondicional quando S = (y + 0.5)/4. 
Belytschko e Schoeberle (!4], para as análises i!!'. 
plÍcitas, fazem uso do conceito de estabilidade na energia, pe-
lo qual o algoritmo ê estável se o incremento da energia de de-
formação puder ser calculado usando a regra dos trapézios, e as 
iterações de equilíbrio forem desenvolvidas atê que se atinja um 
critério de convergência. Em outras palavras, um algoritmo im-
plícito ê estável se, em cada intervalo de tempo, a soma das 
energias cinética e interna estiver limitada a soma do trabalho 
externo mais as energias cinética e interna do intervalo ante-
rior, isto é, 
onde: 
(T. l + U. 
1
) < C . (T. + U. + !'1W) i+ i+ i i 
T - energia cinética do sistema 
U - energia interna 
!'1W - variação do trabalho externo 
C - constante arbitrária. 
(II.55) 
Segundo este raciocínio, se as energias cinética 
mais interna do sistema forem limitadas, os deslocamentos e as 
velocidades também o serão, garantindo a estabilidade do algorÍ! 
mo. 
Hughes [93] provou que, em certas ocasiões, o cál 
culo da energia de deformação pela regra dos trapézios não ga-
rante a estabilidade do processo. 
Bathe e Cimento Oru concluíram que, para haver 
estabilidade na energia, o cálculo da energia interna de defor-
mações deve ser o mais rigoroso possível, não podendo nunca ser 
negativo. Além disso, deve-se adotar um critério apropriado de 
convergência na energia para a solução iterativa do sistema de 
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equaçoes (II.42). Esses pesquisadores sugerem que duas condi-




(i-1) _ (Fint)(i-1) ext 
It+tit - M ~t+tit - t+tit 2 
< RTOL 
- M • ~T-1\t 




r;: ext 11 t+tit 
- (Fint) l lrrax-
- 'F-tit 2 
M (i-1) _ (Fint) (i-1) 
~--~t+tit - t+tit 
. t -, 
M .a - (Fin ) J 




RTOL e ETOL sao as tolerâncias de equilíbrio das 
forças e na energia respectivamente. 
Na primeira expressão, 11 !2 / 12 significa a norma 
Euclidiana do vetor ]2, e o superÍndice max indica que deve ser 
adotado o valor máximo no intervalo. 
Toledo Qfl desenvolve um estudo sobre os méto-
dos de integração direta para a análise dinâmica não-linear co~ 
parando o uso de diversas normas de controle de convergência. 
f de se esperar que o método misto, decorrente 
da associação dos algoritmos implícito e explícito, sofra asmes 
mas considerações ou limitações de cada pPocesso individualmen-
te. Neste sentido, para provar a estabilidade do algoritmo mi~ 
to, Hughes [}-[U se utiliza do conceito de estabilidade lineari-
zada, desenvolvendo a equação variacional que governa as proprie-
dades de crescimento ou de decaimento das pequenas perturbações 
(ou variações) que surgem na análise. 
A partir da equaçao (II.45), tem-se: 
'+ 5 






= º?t+bt + bt · i3 • º~t+bt (II.61) 
0::'.t+bt = º~t+bt + bt . y . º~t+bt (II.62) 
- bt 2 
º?t+bt = º?t + bt . º::'.t + n-2BJ.o~t 
2 
(II.63) 
º~t+bt = º:'.t + b.t <1-y).o~t (II.6'+) 
O critério de estabilidade linearizada implica em 
que as variações º~t' º::'.t e º~t' t = O, 1, 2, ... , sejam unifo~ 
memente limitadas para valores iniciais arbitrários de od , ov, 
-O -O 
ºª . -o 
tado 
Entende-se que um vetor genérico E é uniformemente limi-
quando a sua norma euclidiana for menor do que uma constan 
te arbitrária nao negativa, ou seja, 
Por meio deste procedimento, prova-se que, se as 
combinações das matrizes do sistema forem positivas definidas, 
então º~t' º::'.t' e º~t são uniformemente limitados quando o >1/2. 
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Além disso, quando S ~ y/2 a 
os elementos implícitos. No 
sipação numérica da mais alta 
esta situação a desejável. 
estabilidade é incondicional para 
2 
caso em que S = (y + 0.5) /4, adis 
freqüência será maximizada, sendo 
Quando S < y/2 a instabilidade do algoritmo im-




íl < ,,IMP 
cr 
íl = úl .• f',t 
Define-se ílIMP como sendo igual a: cr 
<PT 
l;(y- 0.5) + ~ 2 • (y- 0.5)
2 
+ (y /2 - su112 





---- e o amortecimento viscoso do sistena; e 
2 
w - freqüência de vibração 
</> - vetor dos modos de vibração 
2 
w e</> são, respectivamente, o autovalor e o au-
to-vetor do problema de auto-valores. 
Verifica-se que, para um aumento do amortecimen-
to viscoso, ocorrerá um aumento do intervalo crítico de tempo. 
Para um sistema não amortecido, I; = O e 
ílcr = (y/2 - S)-1/2 
No domínio explícito, o intervalo de tempo está 
restrito a: 
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onde, neste caso, por definição: 
(II.67) 
Um aumento de /;; ou y faz diminuir o intervalo crí 
tico de tempo. É necessário, pois, fazer uma estimativa de/;; p~ 
ra a determinação do intervalo que garanta a estabilidade do al 
gorítmo. 
Para maximizar a dissipação numérica da mais al-
ta freqüência, íl deve ser igual a: 
íl = ílbif = 2(1 - 1;;)/(y + 0.5) (II.68) 
Se esta situação ocorrer, a estabilidade estará 
EXP 
assegurada, pois ílb'f < íl , 
i cr 
Para se compreender melhor a diferença entre íl cr 
e ílbif' a figura (II.4) apresenta diversas curvas relacionando 
íl e o raio espectral, em função de vários valores de y, Tal fi-
gura foi preparada com~= O. 
A condição de estabilidade exige que o raio es-
pectral de amplificação da matriz de rigidez efetiva 





Quando y > 
a unidade, conforme pode 
0.50, o raio espectral é menor do que um, até que se 
atinja um determinado ponto onde íl = ílbif' a partir do qual di-
verge pa.ra o infinito, provando a situação de instabilidade, 
Portanto, ílbif é o ponto de descontinuidade ou de bifurcação da 
. curva, correspondendo ao caso em que as raízes principais (com-
plexo conjugado) da matriz de amplificação tornam,·se reais e bi-
furcam; íl é definido como sendo o ponto no qual o raio espec-cr 
tral é igual a um. Na falta de amortecimento viscoso, íl = 
O cr = (2/y) · 5 . O valor máximo de íl é igual a 2 e ocorre quando cr 
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y = 0.5. Esta condição e totalmente equivalente ao Método da Di 
ferença Central. 
Em síntese, a estabilidade do algoritmo misto de 
ve atender simultaneamente as exigências de cada algoritmo em 
particular. Geralmente, a restrição do intervalo de tempo para 
os elementos explícitos é suficiente para estabilizar o proces-
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2. 4. Escolha do Intervalo de Integração 
Uma das decisões mais importantes na análise de 
um problema dinâmico e a determinação do intervalo de integra-
çao a ser utilizado. Em alguns métodos, como nos algoritmos ex 
plÍcitos, tal escolha é responsável direta pela estabilidade. 
De um modo geral, o intervalo de tempo é fator preponderante na 
precisão dos resultados, assim como nos custos globais da análi 
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se. 
A escolha do intervalo de integração depende do 
tipo de problema que se defronta, se de dinâmica estrutural (vi 
bração forçada) ou de propagação de ondas. 
Nos primeiros, apenas os modos mais baixos, ou a_!_ 
guns modos intermediários de vibração, são excitados pelo carr~ 
gamento. Se as freqüências contidas no 
riores a um determinado valor w, então 
u 
nitos deve ser capaz de representar com 
carregamento forem infe 
a malha de elementos fi 
precisão todas as fre-
qüências do sistema atual maiores do que quatro vezes w. Não 
u 
.há necessidade de se determinar as mais altas freqüências do sis 
tema, pois a sua influência é desprezível. 
Desta forma, a escolha do intervalo de tempo em 
problemas de vibração forçada pode ser feita através do seguin-
te procedimento: 
19) Determinam-se as freqüências contidas no car-
regamento, através, por exemplo, de Séries de Fourier; 
29) Adota-se uma malha de elementos finitos que 
represente com prec.isão todas as freqüências do sistema até cer 
ca de quatro vezes a mais alta freqüência wu contida no carreg~ 
menta; 
39) Considera-se o intervalo de tempo igual a 
aproximadamente 5% de T, onde T = 2rr/w, ou menor do que is-
u u u 
so, por questões de estabilidade. 
Os problemas de propagaçao de ondas sao caracte-
rizados pelo grande numero de freqüências excitadas pelo siste 
ma (possivelmente de zero a infinito). Para a solução de tais 
problemas, poderia ser utilizado o mesmo raciocínio, adotando-
se uma freqüência w elevada, que permitisse uma resposta preci 
u 
sa. No entanto, a dificuldade em se determinar esse valor e 
grande e sugere outro tipo de procedimento. 
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Denotando-se por L o comprimento da onda, o tem 
w 







e e a velocidade de propagaçao da onda. 
(II.69) 
A representação da onda por meio de n intervalos 






Dessa forma, o comprimento do elemento finito fi 
ca condicionado a: 
L = c . t.t 
e 
(II. 71) 
A determinação de L varia com o tipo de algorÍ! 
e 
mo. No Método da Diferença Central, por exemplo, quando se uti 
liza matriz de massa agrupada, os elementos finitos de ordem i~ 
feriar podem ser mais efetivos. Neste caso, L é igual a menor 
e 
distância entre dois nós adjacentes da malha empregada. 
Nos algorítmos implícitos, L deve ser a menor 
e 
distância entre dois nós que estejam na direção da · propagaçao 
da .onda. Quando forem considerados os efeitos não-lineares 
do material, e utilizados elementos de 
adotar para L 
e 





tos de integração que estejam na direção de propagação da onda. 
O procedimento para a determinação do intervalo 
de tempo acima descri to é geral e foi indicado por Ba the [2] . 
Em termos práticos, é comum escolher-se o intervalo de integra-
ção conforme o algorítmo que se esteja utilizando. 
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No Método da Diferença Central, procura-se um in 
tervalo de tempo que atenda a condição (II.26). O intervalo cri 
tico é determinado em função do menor período natural do siste-
ma, que pode ser obtido resolvendo-se o problema de auto-valores. 
Una outra maneira consiste em relacionar a velocidade de propa-
gação das ondas ao longo do elemento com as propriedades do ma-
terial. Isto pode ser feito, por exemplo, para o caso de elemen-





c = ~-p-C-l~+~v-)_(_l~-~2v~) 
p - massa específica do material 
E - módulo de elasticidade 
v - coeficiente de Poisson 
c - velocidade de propagação da onda. 
(II.72) 






'l' - e um coeficiente de minoração 
(II. 73) 
L - é a menor distância .entre dois pontos nocais 
e 
adjacentes. 
O coeficiente 'l' pode variar de O, 9 a 1 para os 
elementos lineares e de 0,2 a 0,6 para os elementos quadráticos. 
No algoritmo implícito de Newmark costuma-se es-
colher o intervalo de tempo como sendo uma fração do período fun 
damental do sistema, e não do menor período de vibração do car-
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regamento. Segundo Qn], na ausência de maiores informações, p~ 








T - e o menor período de vibração do sistema, ou 
n 
o período fundamental. 
O intervalo de tempo a ser adotado no algoritmo 
misto deve atender concomitantemente as limitações ou as condi 
ções de cada domínio. Neste trabalho procurou-se utilizar as 
expressões (II.73) e (II.74) para a determinação do tit. Entre 
os dois.valores calculados, adotou-se o menor deles. Em-geral, 
o intervalo de tempo é condicionado pelo domínio explícito. A 
condição tit < titEXP é-suficiente para a maioria dos problemas. cr 
Apesar das expressoes ( II. 7 3) e ( II. 74) terem si 
do extrapoladas da análise linear, elas foram utilizadas, com 
bons resultados, no presente estudo. 
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111 - SISTEMAS RTGIDO-FLEXTVEIS: MODELOS IMPLEMENTADOS 
3.1. Tipos de Problemas 
Os sistemas rígido-flexíveis a serem tratados no 
presente capítulo relacionam-se aos problemas que envolvem inte 
rações dinâmicas entre os meios solo-fluido-estrutura. Tais in 
terações devem ser consideradas sempre que ocorrer um movimento 
relativo entre as partes do sistema. É indispensável o conheci 
mento da mecânica dos meios contínuos para o tratamento global 
dos referidos problemas [}ls] . 
Com a finalidade de simplificar a análise, é co~ 
veniente classificar os diversos casos dessa natureza segundo o 
seu comportamento. Assim, cada situação pode se enquadrar em 
uma das três seguintes categorias: 
a) Problemas com grandes movimentos relativos. 
São situações onde ocorrem interações entre o so 
lo e/ou estrutura com um ·meio fluido em escoamento. Tais pro-
blemas são governados pelas características de escoamento do flu 
ido, não se considerando, em geral, os efeitos da compressibili 
dade. Como exemplo, pode-se citar a análise de escoamento e flu 
tuações das asas de aeronaves, oscilação de pontes suspensas 
(pênseis ou estaiadas) submetidas a rajadas de vento, etc. 
b) Problemas de curta duração com limitado deslo 
camento entre os meios. 
É o que acontece, por exemplo, nos casos de ex-
plosões ou cargas de impacto em estruturas que interagem com o 
solo ou um meio fluido em confinamento. O deslocamento total do 
meio flexível, no caso o solo ou o fluido, está limitado, porem 
a compressibilidade é um fator decisivo na análise. 
c) Problemas de longa duração com limitado deslo 
camento entre os meios. 
Tais situações sao semelhantes as classificadas 
no item anterior, 
período de tempo. 
trÓleo submetidas 
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exceto que o carregamento atua por um longo 
As estruturas off-shore de prospecção de pe-
a açao dinâmica das ondas têm um comportamen-
to periódico que ilustra claramente estes casos. As estruturas 
submetidas a terremotos, a vibrações acústicas; o movimento dos 
navios; etc., são problemas cujo transiente é de longa duração, 
mas o deslocamento entre os meios é limitado. 
Os problemas relacionados com o item a sao de 
grande interesse aos 
balho se limitará ao 
engenheiros aeronáuticos. O presente tra-
estudo dos casos classificados no item b, 
cujo tratamento, em algumas ocasiões, é semelhante ao dispensa-
do aos casos enquadrados no item e. 
J.2. Formulação do Problema pelo Método dos Elementos Finitos 
J.2.1. Diseretização do Meio Continuo 
Os problemas tratados neste trabalho sao analisa 
dos pelo Método dos Elementos Finitos. Para 
tínuo é discretizado por vários elementos de 
tanto, o domínio CO.!:!; 
dimensões defini-
das, conectadas entre si por um número determinado de pontos. 
São utilizados elementos finitos isoparamétricos com variado ni 
mero de pontos nodais, para o estudo de três categorias de sis-
temas estruturais: Estado Plano de Tensões, Estado Plano de De-
formações, e Estado Axi-simétrico de Tensões Q'[j. 
As coordenadas e os deslocamentos de qualquer pü_!2 
to do meio contínuo ficam estabelecidos em função das coordena-
das e dos deslocamentos dos pontos nodais dos elementos, atra-
vés de funções de interpolação do tipo serendipity: 
t k 
n t k 





tdk = l: hk 







i = 1 ou 2, conforme a análise seja em uma ou 
duas dimensões; 
n - número de nós do elemento; 
t x. - coordenada de um ponto do elemento i no ins-
l 
tante t; 
td.- deslocamento de'um ponto do elemento 
l 
instante t; 
tid.- variação dos deslocamentos; 
l 
i no 
h - função de interpolação, definida na tabela 
CIII.l) em termos das coordenadas locais dos 
elementos. 
Em Formulação matricial, as expressões anteriores p~ 
dem ser representadas por: 
onde: 
t H x. = X (III.'+) 
-l 
td. = H d (III. 5) 
-l 
H - matriz correspondente as funções de interpo-
lação; 
x - vetor das coordenadas nodais; 
d - vetor dos deslocamentos nodais. 
As velocidades e as acelerações podem ser expre~ 
sas em função dos deslocamentos nodais através dos seguintes ve 
tores: 
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- 1 -t---\ 
\ 
1 r = • , 
X 
Elemento Isoparamêtrico Bi-Dimensional com Número \8.riado de Pon 
tos Nodais (4 a 8). 
Incluir somente se o nó i for considerB.do 
i=5 i=6 i=7 i=8 
hl = 0.25 (l+r) Cl+s) -0.5 h5 -0.5 h8 
h2 = 0.25 Cl-r)Cl+s) -0.5 h5 -0.5 h6 
h3 = 0.25 (1-r) (1-s) -0.5 h6 -0.5 h7 
h4 = 0.25 Cl+r)Cl-s) -0.5 h7 -0.5 h8 
O. 5 O 2 h5 = (1-r )(l+s) 
0.50 2 h6 = (1-r) (1-s ) 
0.50 2 h7 = (1-r )(1-s) 
0.50 
2 
hs = Cl+r) (1-s ) 
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V = H d' (III.6) 
a = H d rr (III.7) 
onde d' e d" correspondem, respectivamente, às derivadas primei-
ra e segunda dos deslocamentos em relação ao tempo. 
O campo de deformações é determinado pelo vetor 
E calculado por: 
E = d (III.8) 
onde a matriz B é um operador linear dos deslocamentos, e tem 
por finalidade, transformar as derivadas desses em relação ao 
sistema cartesiano, necessárias para o cálculo das deformações, 
em.derivadas em relação ao sistema global. Essa matriz depende 
do tipo de problema que se está analisando, ou seja, se Estado 
Plano de Tensões,' Estado Plano de Deformações ou Estado Axi-si-
métrico de Tensões. 
onde: 
Definindo-se: 









A equaçao (III.9) expressa a variação das defor-
maçoes no instante t+llt. Conseqüentemente, as tensões em qual-







vetor das variações de tensões = e o no 
tempo t+6t; 
Dt+t,t = e a matriz constitutiva do material do 
elemento, atualizada no tempo t+6t. 
A discretizaçao do meio contínuo da maneira como 
foi apresentada, permite o acompanhamento de cada ponto nodal ao 
longo de sua trajetória, determinando-se, a cada instante, as 
suas condições de 
ordenadas de cada 
movimento. Como o referencial é fixo, asco-
partícula variam com o tempo. 
to é conhecido como Formulação Lagrangeana, e a 
tos finitos associada à dita lagrangeana ~([]. 
Tal procedime.r:i: 
malha de elemen 
Normalmente, em se tratando de fluidos, prefere-
se a Formulação Euleriana, pela qual cada ponto da malha é con-
siderado fixo, com suas coordenadas invariantes no tempo. 
tretanto, a sua implementação trás alguns inconvenientes. 
En-
Qua.r:i: 
do o meio contínuo se deforma, os contornos e interfaces de ca-
da domínio movem-se através da malha, acarretando uma topologia 
muito complexa. Existem problemas de acoplamento entre as di-
versas regiões que podem afetar os custos computacionais. Além 
disso, as soluções Eulerianas tendem a ser numericamente menos 
comportadas. 
Assim sendo, o presente trabalho fará uso da For 
mulação Lagrangeana para todo o meio contínuo, inclusive para o 
domínio fluido. Deve-se ressaltar que esse tipo de solução não 
representa bem os problemas de propagação de ondas com grandes 
deformações de qualquer região. A malha se tornaria muito dis-
torcida, inviabilizando a análise. Isto porem, não aconteceu nes 
te trabalho, em função dos problemas estudados, de acordo com o 
item 3.1. 
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3.2.2. Formulação dos Efeitos Não-Lineares 
Em geral, nas análises não-lineares, a matriz D 
da equaçao (III.13) varia constantemente, sendo necessáriasatua 
lizações sucessivas. A freqüência dessas operações tende adi-
minuir a eficiência computacional, o que não é desejável. O pr~ 
blema pode ser minimizado atualizando-se a matriz constitutiva 
apenas em determinados intervalos de tempo previamente estabele 
cidos. 1 
Quando se consideram somente os efeitos não-li-
neares do material, a matriz~ torna-se dependente das deforma-




De - matriz das constantes elásticas 
Dep - matriz das constantes elasto-plásticas. 
Quando o carregamento se concentrar no domínio 
elástico, as tensões resultantes estarão abaixo do limite de es 
coamento do material, e, em conseqüência, a matriz Dep sera nu-
la. 
A condição para que o carregamento permaneça no 




E ' K) < O (III.15) 
onde: 
p 
E - deformação plástica efetiva; 
= O e D= De. 
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K - função de escoamento de material, com endure 
cimento após a plastificação. 
Se a inequação (III.15) for atendida, então Dep= 
Na plastificação, a função de escoamento ·ij,(o,l, K) se 
iguala a zero, e duas situações distintas podem ocorrer a par-
tir daí: 
a) Um descarregamento. 
O material retorna a sua posição inicial, apre-
sentando uma deformação residual, voltando a adquirir caracte -
rísticas elásticas. Nesses casos, a matriz constitutiva será sim 
plesmente: 
(III.16) 
b) Um carregamento plástico. 
Em geral, os materiais sofrem um processo de en-
durecimento (work hard ening) quando a tingem a plastificação. 
Significa que, para cada ciclo de carregamento e de descarrega-
mento plástico,corresponde uma nova tensão limite de escoamento. 
O fenômeno está representado na figura (III.l), que ilustra es-
sa situação para o caso mais simples de um ensaio uni-axial de 
compressao para um material genérico. A plastificação está ca-
racterizada pela mudança na inclinação da curva a x s, implica~ 





K, D ) 
(III.17) 
(III.18) 
A matriz elasto-plástica Dep é função da história 











/ Q = Qe ( DESCARREGAMENTO) 
FIGURA (III.l) - Matrizes Constitutivas Elástica e Elasto-Plás-
tica para um Ensaio de Compressão Uni-Axial 
gas. 
Os materiais conhecidos como plásticos perfeitos 
sao aqueles que não sofrem processo de endurecimento após apla~ 
tificação, apresentando um patamar de escoamento horizontal na· 
curva a x E de um ensaio análogo ao da figura (III.l). Como sao 
casos particulares dos discutidos acima, as mesmas considera-
ções permanecem válidas. 
Atualmente existem vários processos 





(III.15). Dentre esses, destacam-se os critérios de Von Mises, 
Mohr-Coulomb, Tresca, Rankine, etc. Qi4, 4 ~ . O primeiro deles 
foi o critério adotado neste trabalho, dada a sua validade exp~ 
rimental, o seu vasto campo de aplicação, e o seu uso bastante 
difundido. 
O Método de \bn Mises determina que o . ~ . inicio da 
plastificação é atingido quando o segundo invariante das tensões 
desviatórias alcança um valor crítico. Isto significa que: 
~(a, 
p 










J - ê o segundo invariente de tensões desviató-2 
rias; 
(J 
y - ê a tensão de escoamento do estado uniaxial 
de tensões. 




) 2 (o = - a + 
6 y 
+ ( T 2 + ,2 + T 2 )] 
xy yz zx 
Ou então: 
J2 
1 (S2+S2+S2) = + T 
2 
s = a 
X X 
s = o 
y y 
s = (J z z 












a + (J 
z 
3 
tensões desvia tórias ê de 
) 2 (o ) 2 a + a + y z z X 
(III. 21) 
2 2 2 






Quando a equaçao (III.20) for satisfeita, o mate 
rial começara a se deformar plasticamente. Se, a partir deste 
ponto, houver um descarregamento, o mesmo apresentará uma defor 
maçao residual, e sua tensão de escoamento será alterada, pas-
sando a depender dos valores das tensões atingidas na Última e~ 
pa de carregamento. Isto significa, em Última análise, o pro-
cesso de endurecimento do material. 
O tratamento dispensado aos efeitos não-lineares, 
da maneira como foi apresentado acima, é semelhante ao desenvol 
vimento na referência Q.~, da qual se utilizou as rotinas para 
o cálculo das tensões e deformações plásticas. Assim sendo, r~ 
comenda-se a consulta àquele trabalho para maiores esclarecimen 
tos sobre o assunto. 
J.2.3. Formulação dos Efeitos Dinâmicos 
O Princípio dos Trabalhos Virtuais estabelece a 
igualdade entre o trabalho produzido pelas forças internas ao 
realizado pelas forças externas: 
onde: 
= w ext 
(III.27) 
l\nt - trabalho das forças internas; 
Wext - trabalho das forças externas. 
wint = J o~ T . a . dv 
V 











f - forças de volume 
-V 
f - forças de superfície 
-S 
f. - força nodal concentrada 
-l 
od, od. - deslocamentos virtuais no contorno e 
-S -l 
em um nó, respectivamente. 
Levando as expressoes (III.28) e (III.29) em 
(III.27), chega-se à equação do equilíbrio estático, levada a 
todos os elementos de contínuo. Pelo Princípio de D'Alambert e~ 
sa equação pode ser generalizada à análise dinâmica, pela consi 
deração dos efeitos de inércia como forças de volume adicionais 
~6]: 
~i = - p. ~t = - p. ~t (III.30) 
onde p e a massa específica do material do elemento. 
De modo análogo, as forças de amortecimento tam-
bém podem ser incluídas como forças de volume adicionais: 
(III.31) 
onde kt é o coeficiente de amortecimento viscoso do material do 
elemento. 
A equaçao geral do equilíbrio dinâmico é obtida 
levando-se as expressoes CIII.30) e (III.31) em (III.27)que,es 
tendida a todos os elementos, fica determinada por: 






Pelas equaçoes (III.5) e (III.8) tem-se: 
ad. = ~t -l . ad (III.33) 
e 
o E= BT 
-t 
ad (III.34) 
Conduzindo-se estas duas Últimas expressoes a 
(III.32), conclui-se que: 
o . dv = J o~T . 
V 
f . dv + 
-V 
f . ds -
-S 
- J º~ T • ~! . P • ~t . ':t . ~v-
v 
- odT. €t (III.35) 
Nos casos de não-linearidade física, as matrizes 
B e H são constantes ao longo do tempo, permitindo a seguinte 
simplificação: 
o . dv + J 
V 
HT . p. H a dv + . -t . 
+ J HT . kt • H . :'.t . dv -
V 




f . dv -
-V 
- f HT !s . ds - St) = O 
s 
(III.36) 
Esta expressao, levada ao longo de todo o domí-
M + e + Fint = . ~t . :'.t -t (III.37) 
M = 1 I:!T • p • 
V 
H . dv - matriz de massa do probl~ 
ma. 
H . dv - matriz de amortecimento 
viscoso. 




. dv + J HT 
s 
f 
-s . ds + ~t - vetor 
das forças nodais externas. 
A expressao (III.37) representa, afinal, o siste 
ma de equaçoes do· equilíbrio dinâmico, cuja solução foi discuti 
da no capítulo anterior. Os efeitos não-lineares são considera 
dos no vetor de forças nodais internas. No caso particular de 
uma análise elástica, esse vetor corresponde à parcela da rigi-
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dez do problema. Os detalhes de implementação serao discutidos 
a seguir. 
3.3. Implementação Numérica 
3.3.1. Integração das Matrizes do Sistema 
A montagem das matrizes globais da equaçao (III.37) 
envolve integrações numéricas que devem ser realizadas de forma 
eficiente. O presente trabalho utilizou o Método da Quadratura 
de Gauss, com 1 x 1 ou 2 x 2 pontos de integração, conforme mos-
tra a figura (III.2), apresentando Ótimos resultados através dos 
elementos isoparamétricos. 
Basicamente, o Método de Gauss consiste em se 
substituir as integrais de volume e de superfície da referida 
equação, do sistema global para o sistema de coordenadas natu-
rais, transformando essas integrais em somatórios ao ·longo dos 
pontos de integração. Assim sendo, as matrizes do sistema ao 
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~Ts<•i·) . f ( •. ) . dl( •. ) + - -s l l 
(III .40) 
S = -1 















FIGURA (III.2) - Regra de Integração de Gauss (2 x 2 pontos). 
onde: 
w.,w. - sao os fatores de pesos da Quadratura de 
l J 
Gauss 
det J - determinante do operador Jacobiano 
<P • - coordenada natural do contorno do elemento 
l 
dl - comprimento diferencial do contorno 
o/.. - variável que deve assumir um dos seguin-lJ 
tes valores conforme o tipo de problema 
a ser analisado: 
o/ = t(espessura) - Estado Plano de Ten-
soes 
o/ = 1 Estado Plano de Deformações 
o/ = R (raio do ponto de integração) 
Sólidos Axi-simétricos. 
Os Índices ij nas matrizes !:!, § e ~, bem comoncs 
vetores cr e f, significam que tais arranjos devem ser desenvol 
-V 
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vidos para cada ponto d.e integração. Como a solução do sistema 
de equações de (III.37) ao longo do tempo exige os valores das 
tensões nos intervalos anteriores ao que se efetua o equilíbrio, 
tais valores devem ser armazenados em a e ~a para cada ponto de 
Gauss. 
3.3.2. Matriz de Massa 
A determinação da matriz de massa conforme indi-
cada anteriormente, conduz a uma matriz consistente (cheia), po~ 
coeficiente em termos computacionais. É mais aconselhável a 
utilização de matrizes de massa diagonais ou agrupadas, de acor 
do com as referências G 7, 48]. Tal condição é fundamental para 
o bom desempenho do algoritmo misto, na forma em que foi imple-
mentado. 
A diagonalização da matriz de massa pode ser fei-
ta através das seguintes transformações: 
a) Calculam-se os coeficientes da diagonal prin-
cipal da matriz de massa consistente do elemento: 
M .. = J H~ . p H. . dV ll -l -l 
V 
(III.41) 
(i = 1, 2' ... ' 8 ) 
b) Determina-se a massa do elemento: 
(III.42) 
c) Os coeficientes da diagonal principal da ma-
triz de massa diagonalizada são calculados por uma média ponde-
rada: 









Um segundo processo, muito mais simples e algumas 
vezes tão preciso quanto o de agrupamento da matriz de massa, 
consiste na distribuição eqüitativa da massa do elemento entre 
os seus pontos nodais. A matriz resultante é também diagonal, 
e e conhecida como matriz de massa discreta. Ambos os proces-
sos foram empregados com sucesso no presente trabalho, conforme 
será discutido no Capítulo IV. 
3.3.3. Montagem da Matriz de Amortecimento 
Considere-se a matriz de amortecimento calculada 
de acordo com: 
c = J 
V 
T 
H . kt . H • d V CIII.44) 
Por melhor que seja feita a integração dessa ma-
triz, a precisão da análise pode ficar comprometida se o coefi-
ciente de amortecimento viscoso kt não for bem determinado no 
instante t. 
Em termos práticos, é totalmente desaconselhável 
a montagem da matriz C a partir do agrupamento das matrizes de 
amortecimento dos elementos conforme (III. 44), já que as proprie-
dades de amortecimento do sistema estrutural são funções das fre 
qtiências de vibração e variam com o tempo. 
Como há necessidade de se montar a matriz àe amor 
tecimento explicitamente para os métodos de integração passo-a-
passo, costuma-se considerá-la na forma de amortecimento de 
Rayleigh Qi~, como uma combinação linear das matrizes de massa 
e de rigidez: 
C = a''' M + si, K (III.45) 
onde a''' e si, sao coeficientes arbitrários de proporcionalidade. 
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Considerando-se que, em sistemas amortecidos, a 
matriz de amortecimento é ortogonal à matriz dos modos de vibra 
ção, assume-se a sua proporcionalidade a: 
onde: 
e <j, = 2w. i;. cS •• 
- . l l l] 
J 
~ - matriz dos modos de vibração 
(III.46) 
i;. - parâmetro (porcentagem) de amortecimento mo 
l 
dal 
w. - freqüência de vibração 
l 
o·. . - delta de Kronecker 
l] 
!°' 
quando l # j 
cS •• = 
l] 1, quando i -:-- j . 
' 
Os coeficientes a''' e 8'' podem ser 
levando-se a equação (III.46) em (III.45): 
determinados 
<j,~ (ai•M + 8;'K) q,_J. = 2.w .. i; .• cS •• 
-l l l l] 
(III.47) 
Devido às propriedades de ortogonalidade das ma-
trizes Ji e ~' chega-se a um sistema de duas equações e duas in-
cógnitas, resolvendo-se o problema: 
a;, + 8'' . K. = 2. w . • i;. , i = 1, 2 
l l l 
(III.48) 
Na prática, costuma-se adotar ·Um coeficiente i; . 
l 
de amortecimento. modal que já tenha sido utilizado satisfatoria 
mente em problemas similares. 
Como a montagem da matriz de rigidez no algoritmo 
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desenvolvido neste trabalho é feita apenas para o domínio implf 
cito, e pelo fato de que as constantes a'' e 8'' são escolhidas ar 
bitrariamente em função de (III.48), então pode-se assumir que: 
C = a•'• • M (III.49) 
A expressao (III.49) foi a adotada no presente 
trabalho. 
3.4. Discretização do Fluido 
3.4.1. Detalhes de Implementação 
Como já foi dito, o domínio fluido também sera 
analisado pelo Método dos Elementos Finitos, apesar de que, hi~ 
toricamente, o Método das Diferenças Finitas tenha sido o mais 
empregado. Serão utilizados elementos isoparamétricos para di~ 
eretizar o meio, e a formulação será do tipo Lagrangeana, para 
uniformizar a solução em todo o contínuo. A integração no tem-
po das equações gerais de movimento será feita preferencialmen-
te pelo método direto da Diferença Central. 
O material constituinte do meio rígido pode ser 
isotrÓpico ou anisotrÓpico, porém o fluido será considerado es-
sencialmente isotrÓpico. Neste caso, a matriz constitutiva i:! p~ 
de ser escrita da seguinte forma, segundo ~l] : 
D = i5 -o 
2 
. K + 3 i5 . G (III. 50) 
onde: 
-o 
K - constante de deformação volumétrica 
G - constante de deformação cisalhante. 
Nos problemas bi-dimensionais as matrizes i5 
-O 
sao quadradas, com (4 x 4) elementos, e podem ser escritas 




1 1 o o 
D 1 1 o o (III.51) = 
-O o o o o 
o o o o 
2 -1 o o 
D 
-1 2 o o (III.52) = -o o o o o 
o o o o 
Para fluidos usuais, e comum desprezar-se a re-
sistência dos mesmos ao cisalhamento, especialmente se forem isentos 
de viscosidade. Neste caso, G = O e a matriz constitutiva será 
simplesmente D = D 
-O 
K. 
Quando a viscosidade for importante na análise, 
aparecerao forças dissipativas no meio fluido que precisarão ser 
consideradas. Os efeitos do amortecimento poderão ser tratados 
como um sistema de tensões adicionais o' dependente da velocida 
de de deformação dos elementos, ou seja: 
o' =µ. D 
-o 
B v 
onde µ e a viscosidade do fluido. 
(III.53) 
Desta forma, as forças de viscosidade ficam de-
terminadas por: 
F = fv 
BT o'· .. d V = e V - -µ 
(III.54) 
onde: 
e = fv 




C - matriz de amortecimento viscoso. 
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A montagem da matriz de amortecimento pela ex-
pressao anterior resulta em uma matriz esparsa. A sua diagona-
lização pode ser feita de modo análogo à da matriz de massa,co~ 
siderando-se a matriz B constante ou através do seguinte proc~ 




~t - ~t-Ílt 
llt 











-11 . ~t-llt 







ser consideradas nas equações de equilíbrio dinâmico como for-
ças adicionais, sendo facilmente implementadas nos algoritmos dis 
cutidos no Capítulo II. 
Os efeitos da compressibilidade no fluido devem 
ser considerados quando o intervalo de aplicação do carregamen-
to for muito menor do que o tempo de propagação acústica trans-
versal sobre o domínio fluido. Tais efeitos serão levados em 
consideração por meio do coeficiente K de variação volumétrica 
do fluido. 
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3.4.2. Influência da Rigidez do Fluido 
trutura, 
lação ao 
Em sistemas que envolvem a interação fluido-es-
a influência da matriz de massa, em r~ verifica-se que 
domínio fluido, -e preponderante na montagem da matriz 
efetiva do problema, quando se tratam de pequenos intervalos de 
tempo ~9]. Assim sendo, utilizando-se a matriz de massa diago-
nal, é interessante não se considerar a contribuição da matriz 
de rigidez dos elementos que constituem o domínio fluido na ma-
triz de rigidez global, especialmente se o numero de nós desta 
região for ·mui to ·grande. Considerando-se que a matriz ·cte rigidez 
tangente utilizada na expressao (II.41) pode ser decomposta em 




onde ~Te ~T sao as matrizes de rigidez da estrutura e do flui-
do, respectivamente. 
Desprezando-se a influência da rigidez dos ele-
mentos do meio fluido, a montagem da matriz de rigidez efetiva 
pode então ser feita através de: 
K''' = 
1 
M + 1 --- . ~T 
Lit. B 
e 
+ ~T (III.61) 
-O uso da equaçao (III.61) e geral e recomenda um 
esquema de solução do tipo misto, onde a estrutura e analisa 
da por um algoritmo implícito, enquanto que o domínio fluido por 
um método explícito. A grande vantagem em se realizar a monta-
gem da matriz K* dessa maneira e que, se o problema for analis~ 
do unicamente por um algoritmo implícito, o número de coeficie~ 
tes da matriz de rigidez será bastante reduzido. Além disso, a 
topologia dessa matriz é totalmente semelhante a ilustrada na 
figura (I.4), com sub-regiões características de cada domínio. 
O algoritmo implícito utilizado dessa forma passa a se compor-
tar de modo inteiramente análogo ao do método misto. 
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3.5. O Modelo de Interface 
Um dos grandes problemas a ser enfrentado em um 
sistema rígido-flexível e o que 
modelos 
trata do acoplamento entre os 
têm sido desenvolvidos para re-diversos meios. Vários 
presentar adequadamente as ligações entre as partes do contínuo, 
sem comprometer a estabilidade e a precisão da análise. 
No caso de interações fluido-estrutura existem 
diversas formas de tratamento Qiü-5'1]. O presente trabalho uti 
liza elementos escalares de mola para simular a interface entre 
os dois meios. Tais elementos são dotados de rigidez suficien-
te, em uma das direções, para impedir o descolamento do fluido 
em relação a estrutura. Na outra direção, não há impedimento al:_ 
gum dos deslocamentos relativos entre as partes. Dessa forma, 
os problemas que possuem uma superfície livre podem ser conve-
nientemente representados. 
Em dois ms, infinitamente próximos um do outro, um 
pertencente ao domínio da estrutura, e o outro ao meio fluido , 
ao sofrerem um deslocamento genérico devido ao carregamentoapli 
cacto, surgirão forças contrárias ao movimento, graças à deform~ 
ção do elemento de mola. Essas forças podem ser obtidas por: 
onde:. 
F . =- F. = k . lld (III.62) 
i J m 
~ 
k - e a constante de mola (ou a sua rigidez) e 
m 
lld - e a variação dos deslocamentos entre os dois 
meios 
lld = d. - d. 
l J 
(III.63) 
Em termos matriciais, tem-se: 
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FIGURA (III. 3) - Esquema de Funcionamento de Elementos Escala-





l· m l• 
= (III.65) 
F. -k d. 
J m J 
O vetor de forças adicionais F deve ser aplica-
-m 
do, a cada iteração, no vetor de forças nodais internas do sis-
tema global. A matriz K deve ser considerada na montagem da m~ 
-m 
triz de rigidez efetiva do problema. 
Este procedimento pode ser ilustrado através da 
figura CIII. 3). Observa-se que a tendência de afastamento na di 
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reçao horizontal entre os nós 4 e 6 provoca o aparecimento das 
forças nodais F4 e F6 , provenientes da deformação da mola, imp~ 
dindo o deslocamento entre os meios. No entanto, os dois domí-
nios podem se movimentar independentemente no sentido vertical, 
já que não existe um elemento de mola nessa direção e o 
considerado ê incapaz de impedir tais deformações. 
~ . 
UnlCO 
O tratamento de interface pode ser representado 
com exatidão pela técnica de restrições generalizadas, que e am 
plamente difundida na literatura. Entretanto, no presente tra-
balho preferiu-se simular o comportamento da interface de outra 
maneira para não trazer dificuldades adicionais a 
ção dos algoritmos em estudo. 
implementa-
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IV - APLICAÇÕES 
4.1. Viga Bi-Apoiada 
Como primeira aplicação, analisou-se o comporta-
mento elasto-plástico de uma viga bi-apoiada, submetida a um ca!'_ 
regamento uniformemente distribuído, com intensidade igual a 7 5% 
da carga crítica de colapso. São apresentados na figura (IV.I) 
os dados gemétricos da peça, bem como as características do ma-
terial empregado, o qual possui um comportamento plástico-perfei 
to considerado segundo o Critério de Escoamento de Von Mises. 
A discretização da estrutura foi feita aprovei-
tando-se as características de simetria, e utilizando-se elemen 
tos isoparamétricos quadráticos, com oito pontos nodais, e (2 x 
2) pontos de integração de Gauss. 
O principal objetivo deste exemplo e comparar a 
precisão dos resultados obtidos por meio do algoritmo explícito 
da Diferença Central, com aqueles decorrentes do algoritmo mis-
to implementado, com todos os elementos implícitos, ou seja,com 
o próprio algoritmo implícito de Newmark. 
A análise das freqüências 
fundamental da viga é de 4,94203 
naturais revelou que o 
-3 x 10 seg, período 
plicou na utilização de um intervalo de tempo de 5,0 
para a integração por meio do algoritmo 
problema, o intervalo crítico é igual a 
implÍci to. 
-6 0,75 X 10 
esse o valor utilizado pelo algoritmo explícito. 
o que 





Como a diferença entre os intervalos de tempo ad~ 
tados para os dois métodos é muit9 grande (da ordem de 66 vezes) 
a favor do Processo de Newmark, por meio do qual a análise foi 
muito mais rápida, não houve preocupação em se comparar os tem-
pos de processamento. Este problema é tipicamente melhor anali 
sado, em termos de tempo de execução, por meio de um algoritmo 
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v 0.3 
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FIGURA (IV.1)-Viga Bi-Apoiada, Análise Elasto-Plástica: Carac-
terísticas do Problema. 
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Neste caso, dispensou-se a análise completa do 
problema através do algoritmo misto, com elementos implÍcitos-
explÍcitos. Em tal situação, o intervalo de integração seria 
idêntico ao tempo crítico, pelo fato de existir um Único mate-
rial. Dessa maneira, a análise se tornaria ineficiente, por ali:_ 
ar as limitações do intervalo de tempo, os gastos decorrentes da 
montagem das matrizes globais e resolução do sistema de equa-
çoes. 
A título de ilustração, a tabela (IV.l) apresen-
ta os valores dos deslocamentos verticais do nó 33 em alguns in 
tervalos de tempo, obtidos por meio dos algoritmos implícito, ex 
plÍcito, e misto com todos os elementos explícitos. 
A curva de variação de tais deslocamentos é apr~ 
sentada no gráfico da figura (IV. 2), que compêira as soluções através do 
algoritmo de Newmark com o Método da Diferença Central, ambos ado 
tando matriz de massa agrupada. Nessa mesma figura é apresent~ 
da a solução obtida pelo programa NONSAP Q;Q] que também utili-
za o processo de Newmark, porém com matriz de massa do tipo con 
sistente. A figura (IV.3) mostra a variação das tensões G de 
X 
um ponto de integração ao longo do tempo. 
O problema foi analisado considerando-se contro-
le de convergência das iterações de equilíbrio igual a 1,0%. 
-2 Apenas por informação, ao se atingir o tempo de 0,75 x 10 seg 
de análise, o algoritmo explícito havia percorrido 10.000 inte~ 
valos, em 6.410,2 segundos, enquanto que o implícito precisarade 
somente lSO intervalos, num total de 293,02 segundos. Não seob 
servou um numero superior a duas iterações ao longo de toda a 
análise por meio do algoritmo de Newmark. 
4.2. Propagação de Ondas em Meio Fluido 
A finalidade deste exemplo é demonstrar a efici-
ência do modelo fluido implementado no Capítulo III. Para tanto 
é analisado o comportamento de um fluido inteiramente confinado 
em três lados de um tubo, sobre o qual, na extremidade livre, é 
82 
TABELA (IV.l) - Viga Bi-Apoiada: Resultadosdos Deslocamentos do 
NÓ 33 (Em Polegadas) 
Tempo 
-3 
Cseg) x 10 
o, 15 
O, 3 O 
O, 4 5 
0,60 









2, 1 O 
2, 2 5 
Alg. Misto com 
































aplicado um carregamento uniformemente distribuído e constante 
ao longo do tempo, conforme mostra a figura (IV.4). O problema 
é considerado segundo o Estado Plano de Deformações, e sua solu 
ção teórica pode ser encontrada na referência ~l]. 
Deseja-se observar a propagaçao das tensões de 
compressao do fluido ao longo do tubo. A seqüência de figuras 
CIV.5) a CIV.12) mostra o desenvolvimento dessas tensões, para 
vários tipos de análise, tendo uma razoável coincidência com os 
resultados teóricos. Verifica-se também que o fenômeno da re-
flexão das ondas pode ser simulado através do modelo utilizado. 
A discretização do problema foi feita por meio de 
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f{seglx 
12.0 10-3 
FIGURA (IV-2) - Viga Bi-Apoiada: Variação dos Deslocamentos Ver-
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VIGA SI-APOIADA - ANIILISE DE TENSÕES 
3, o 4,5 6,0 
~-o~- Algorítmo Explícito 
---+--- A 1 gor í tmo I mp 1 í eito 
7,5 9,0 10,5 12,0 
t (seg)xl0-3 
FIGURA (IV. 3) - Viga Bi-Apoiada: Variação das Tensões em um Pon 
to de Integração. 
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ESTADO PLANO DE DEFORMAÇÕES 
i----------- 20 in ------------.; 
CARREGAMENTO APLICADO 
1 .o t-------------
DADOS DO FLUIDO k 120000 lblin 2 
')) o. 5 
f> 0,935 x 164 /b.s 2 /in4 
FIGURA (IV.li) - Propagação de Ondas em Meio Fluido: Caracterís-
ticas do Problemã. 
elementos finitos isoparamétricos com quatro ou oito pontos no-
dais. As análises foram desenvolvidas variando-se o numero de 
pontos de integração de Gauss, o intervalo de tempo, e o contro 
lede convergência. As figuras (IV.S) a (IV .12) não represen-
tam todas as combinações possíveis realizadas, mas sao uma amos 
tra fiel do total dos resulta dos. Para melhor compreensao, elas 
devem ser consideradas duas a duas, formando um total de quatro 
grupos distintos, com as seguintes características: 
a) Algorítmo Explícito: figuras (IV.S) e (IV.6); 
b) Algorítmo Misto, com todos os elementos explf 
tos : figura ( IV . 7 ) e ( IV . 8 ) ; 
c) Algorítmo Misto, com elementos implícitos e 
explícitos: figuras (IV.9) e (IV.10); 
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PROPAGAÇÃO DE ONDAS EM MEIO FLUIDO 
ALGOR(TMO EXPL(CITO 
''] ,.,.,, 
1 .o • 
o.o 
t t: 0.00022 seg 
'º] 1.0 . • X . 
1 
" X . 
o.o H 
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''] X 1. o • • . 
1 
• X . X . 
o.o 
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'º] . X . 1.0 . - . X 
o.o 
t = o.oooee seg 
'º] • • ~ 
X • X 
1. o 
o.o 
t t: O. 00 1 1 seg 
SOLUÇÃO TE0°RI CA 
X .õ 1 Ô./ I X 
-3 
1 O seg GAUSS 11, 1); ELEMENTOS COM 4 No's 
GAUSS (2x2); ELEMENTOS COM 4 NÓS o . 11 x r o-3 .se g 
FIGURA ( IV . 5 ) 
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PROPAGAÇÃO DE ONDAS EM MEIO FLUIDO 
ALGOR(TMO EXPL(CITO 
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FIGURl\ (IV. 6) 
88 
PROPAGAÇÃO DE ONDAS EM MEIO FLUIDO 
ALGORr'TMO MISTO - ELEMENTOS EXPLr'CITOS 
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PROPAGAÇÃO OE ONDAS EM MEIO FLUIDO 
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FIGURA (IV .8) 
90 
PROPAGAÇÃO DE ONDAS EM MEIO FLUIDO 
ALGORi'TMO MISTO ELEMENTOS MISTOS 
( CONTROLE OE CONVERGÊNCIA 1 °/o J 
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PROPAGAÇÃO DE ONDAS EM MEIO FLUIDO 
ALGOR(TMO MISTO ELEMENTOS MISTOS 
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PROPAGAÇÃO DE ONDAS EM MEIO FLUIDO 
ALGOR(TMO IMPL(CITO 
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FIGURA (IV .12) 
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d) Algoritmo Implícito: figuras OV.ll) e (IV.12). 
Os intervalos de tempo utilizados foram iguais a 
-3 
0,11 x 10 segundos, ou a metade desse valor, para os elemen-
-4 
tos com quatro nos; e 0,275 x 10 segundos para os elementos com 
oito nós. 
A figura (IV.5) mostra os resultadosdoalgorítmo 
explícito, com elementos de quatro nós, intervalo de tempo igual 
a 0,11 x 10-3 seg, e variando-se o número de pontos de integra-
çao de Gauss. O mesmo algoritmo foi utilizado na figura (IV .6), 
que mostra as respostas nos casos de elementos com oito ros,Gauss 
(2 x 2), l'lt = 0,275 x 10-4 seg, e elementos com quatro nós, Gauss 
-4 (1 x 1) e l'lt = 0,55 x 10 seg. 
O algoritmo misto, com todos os elementos explí-
citos, foi empregado nas figuras (IV.7) e (IV.8). Na primeira 
delas, os elementos são de quatro nós, variou-se o numero de 
pontos de integração e o controle de convergência, para um tem-
-3 
po de l'lt = 0,11 x 10 · seg. A variação da tolerância não afe-
tou consideravelmente os resultados. Na figura seguinte, sao 
mostradas as respostas para os casos de elementos com oito nos, 
Gauss(2 x 2), e elementos de quatro nós, Gauss (1 x 1), l'lt = 
-4 
= 0,55 x 10 seg. 
Elementos implícitos e explícitos foram utiliza-
dos simultaneamente para as análises representadas nas 
(IV.9) e (IV.10). A figura (IV.9) foi preparada com 
-3 
de quatro nós, l'lt = 0,11 x 10 
riando-se o número de pontos de 
seg, tolerância .igual 
integração de Gauss. 
figuras 
elementos 
a 1 % , e v~ 
A seguir, 
a tolerância é reduzida para 0,1%, e os resultados são plotados 
na figura (IV.10) para Gauss (1 x 1). Nessa mesma figura apre-
sentam-se as respostas no caso de elementos de oito nós, com 
(2 x 2) pontos de integração, e tolerância de 1%. As duas fig~ 
ras foram preparadas considerando-se que os elementos de extre-
midade são implícitos e os demais, explícitos (I-E-E-E-I). Con-
tudo, a solução da figura (IV.W), que utiliza elementos de qua-
tro nós, corresponde a distribuição: E-I-I-E-E. 
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As figuras (IV .11) e (IV .12) representam as sol~ 
çoes por meio do algoritmo de Newmark. Na primeira, comparam-
se as respostas quando se utilizam elementos com quatro nós,llt = 
-3 = 0,11 x 10 seg, tolerância de 0,1%, e varj_ando-se o número de 
pontos de integração. Na Última, estão representadas as solu-
ções dos casos de elementos com quatro pontos nodais, sem rigi-
dez do fluido, e elementos com oito pontos, mas com a rigidez 
considerada. 
Em função dos resultados obtidos, podem-se fazer 
as seguintes observações: 
19) Quanto a precisão: 
Dos quatro grupos, os resultados que mais se apri::: 
ximaram dos valores teóricos, desenhados em linha cheia, foram 
os do algoritmo explícito. O modelo se comportou melhor para os 
elementos lineares de quatro nós, possibilitando respostas mais 
precisas que as dos elementos quadráticos de oito nós. 
A redução do intervalo de tempo implica num au-
menta da precisão. Em compensação, os resultados são pouco al-
terados quando se diminui a tolerância nas verificações do pro-
- . cesso de convergencia. Praticamente a ordem de grandeza dos r~ 
sultados não se altera sensivelmente com a mudança de tolerân-
cia. 
Não é possível reparar uma variaçao acentuada ms 
resultados quando a integração de Gauss ê realizada com (1 x 1) 
ou (2 x 2) pontos de integração. O mesmo pode ser dito quanto 
a posição e a quantidade dos elementos implícitos na malha. 
Interessante e o resultado apresentado na figura 
(IV.12) obtido em uma análise onde a influência da rigidez dos 
elementos de fluido é desprezada, conforme discutido no Capí tu--
lo III. Apesar desta não ser a ocasião apropriada para se tes-
tar o procedimento, já que o problema não ê de interação fluido 
-estrutura, houve convergência das iterações mesmo,que lenta e 
monotonicamente (em alguns intervalos, chegou-se a gastar cerca 
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de 34 iterações para se atingir a convergência). A reflexão das 
ondas de propagação foi também simulado por meio desta análise. 
29) Quanto ao Tempo de processamento 
Sendo um exemplo bastante simples, a diferença e~ 
tre os tempos de processamento foi muito pequena entre os dive~ 
sos casos analisados. Apesar disso, foi possível observar que, 
qualquer tentativa no sentido de se melhorar a precisão dos re-
sultados, quer pela redução do intervalo de tempo ou da tolerân 
eia, quer pelo aumento do número de pontos nodais ou de integr~ 
ção de Gauss, acarreta num aumento do tempo de processamento. 
A redução do intervalo de tempo à metade, provocou um gasto adi 
cional de cerca de 15% no tempo de análise para o algoritmo ex-
plícito, chegando a 60 ou 80% para o algoritmo misto. Tais ca-
racterísticas podem ser vistas nas tabelas (IV.2), (IV.3) e 
(IV.4). O posicionamento dos elementos implícitos não afetou a 
eficiência da análise, porém a quantidade de tais elementos ten 
de a aumentar os gastos computacionais. 
TABELA (IV.2) - Tempos de Processamento (Seg) Utilizando-se: Re 
grade Integração de Gau§s (1 x l); Elementos 
Lineares; 6t = 0,11 x 10 3 Seg 
Algoritmo Tolerância 1% O ,-1 % 0,01% 
Explícito 6,89 6,89 6,89 
Misto e/ el. explícitos 7,80 8,43 8,59 
Misto e/ el. mistos 7, 5 9 9,83 12,38 
Implícito 9,24 9, 58 13, 56 
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TABELA (IV.3) - Tempos deProcessamento(Seg)Ut:ilizando-se: Regra de 
Integração de Gauss (2 x 2); Elementos Quadráti 




Explícito 32,29 32,29 
Misto c/ el. explÍc i tos 50,41 60,14 
Misto c / el. mistos 54,69 6 O, 4 6 
Implícito 52,69 61, 02 
TABELA (IV.4) - TemposdeProce5samento(Seg)Utilizando-se: Regra de 
Integração de Gauss (2 x 2); Elementos Lineares; 




Explícito 8, 7 9 8, 7 9 
Misto c / el. explícitos 15,42 15,94 
Misto c / el. mistos 15,11 20, 54 
Implícito 16, 4 7 27,50 
4.3. Fluido Confinado em Tubo Cil:Zndrico 
O problema que agora se discute envolve a inte-
raçao de dois meios distintos. Trata-se de um tubo cilíndrico 
cheio de fluido no seu interior em total confinamento, conforme 
apresentado em ~9]. O tubo é submetido a um carregamento axial 
súbito, de grande intensidade, que lhe provocará uma redistri-
buição acentuada de tensões, devido a plastificação do material 
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constituinte. 
As dimensões do tubo, bem como as característi-
cas dos materiais e do carregamento, estão apresentadas na fig~ 
ra (IV.13). O material do tubo sofre um processo de endurecime~ 
to após ter atingido a tensão de escoamento. Adotou-se o Crité 
rio de Escoamento de Von Mises, que representa perfeitamente o 
comportamento do material em questão. 
O sistema foi discretizado por meio de oito ele-
mentos isoparamétricos, três dos quais pertencem ao domínio flu 
ido, com variado número de pontos nodais. Ecram utilizados ma-
trizes de massa discreta e agrupada, a partir da matriz de massa 
consistente. Em todos os casos foram empregados (2 x 2) pontos 
de integração. O valor da tolerância para as verificações de 
convergência dos algoritmos misto e implícito foi considerado 
igual a 1,0 ou 0,1%. 
A escolha do intervalo de tempo depende do tipo 
de análise. A integração de todo o sistema por meio do algorÍ! 
mo explícito implica na consideração do intervalo ser igual ao 
-6 
tempo crítico, que no caso vale 1,0 x 10 seg. A utilização do 
algorí tmo misto está condicionada ao intervalo critico da região 
-6 
fluida, igual a 2,2 x 10 seg. No entanto, nas análises que fa 
zem uso de tal procedimento, adotou-se o tempo 
Para a determinação do intervalo de integração 
-6 -
de 2, O x 1 O seg. 
do método de New-
mark, a análise das freqüências naturais de vibração, revelou o 
período fundamental do tubo como sendo igual a 3,41678 x 10-4 
seg. Apesar de o intervalo 
ses foi considerado igual a 
onde se utilisou 6t = 3,0 x 
poder ser maior, em todas as análi-
-6 
2,0 x 10 seg, exceto em uma delas, 
-6 
10 seg. 
Com os tempos de integração definidos acima, pr~ 
pararam-se os gráficos das figuras (IV.14) a (IV.18), pormeiodas 
quais são comparadas as respostas dos vários algoritmos. Como o 
problema é fortemente não-linear, apresentando uma plastifica-
ção do material logo no início da análise, foi feita, emalgumas 
ocasiões, a atualização da matriz de rigidez efetiva. Sendo es-
ta uma situação típica de interação fluido-estrutura, processo~ 
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FIGURA (IV.14) - Comparação entre os Algoritmos. 
































-+- AL.GOR(TMO IMPL(CJTO 
IDEM, ATUALIZANDO A 
MATRIZ OE RIGIDEZ A CADA 
UM INTERVALO. 
o'.e .,:o 
·3 tfseg) x 10 




TUBO CHEIO DE FLUIDO MASSA AGRUPADA 
.t.t=2.0x ·6 1 O seg 
FIGURA (IV .15) - Resultados do Algoritmo Implícito Atualizando-
se ou Não a Matriz de Rigidez. 
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SEM ATUALIZAÇÃO DA RIGIDEZ 
-- à-- COM ATUALIZAÇÃO DA RIGIDEZ 
A CADA 5 INTERVALOS. 
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TUBO CHEIO DE FLUIDO - MASSA DISCRETA 
-6 
llt = Z.O , 10 seg 
FIGURA C IV. 16) - Resulta dos do Algorí tmo Misto Atualizando-se 
ou Nio a Matriz de Rigidez. 
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ALGORi'TMO IMPL1'c1ro 
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TUBO CHEIO DE FLUIDO - MASSA AGRUPADA 
-6 
til = 2.0 , 10 seg 
-3 
10 
FIGURA (IV.17) -·Resultados do Algorítmo Implícito, Consideran-
do-se ou Não a Rigidez dos Elementos do Domínio 
Fluido. 
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DESLOCAMENTO VERTICAL DO No' 19 
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1.0 0.2 0.4 0.6 o.e 
TUBO CHEIO DE FLU 1D O MASSA DISCRETA. 
Llt = 2.0 , 166 seg 
FIGURA (IV.18) - Resultados dos Algoritmos Implícito (Com e Sem 
Rigidez do Fluido) e Misto. 
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t; t = 3. O , 
-6 
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FIGURA (IV .19) - Resultados 
Rigidez do 
dos Algoritmos Implícito (Com e Sem 
Fluido) e Misto Quando 6t·> 6t ·t· cri 
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-se este exemplo desprezando-se a influência da rigidez dos ele 
mentas fluidos na matriz de rigidez global. 
Estudam-se os deslocamentos horizontal e verti-
cal, respectivamente, dos nós 23 e 19. Tais deslocamentos sao 
apresentados na figura (IV.14), que compara os resultados entre 
os três algoritmos, quando a matriz de massa utilizada é a agr~ 
pada. 
Os casos em que se atualiza a matriz de rigidez 
efetiva sao mostrados nas figuras (IV.15) e (IV.16). Na primei 
ra delas, utiliza-se o algoritmo implícito com matriz de massa 
agrupada, e a atualização é feita a cada intervalo. Na segunda, 
o algoritmo adotado é o misto com matriz de massa discreta e 
atualização a cada 5 intervalos. 
A seqüência de figuras (IV.17) a (IV.19) foi ela 
borada para os casos em que se despreza a contribuição da ma-
triz de rigidez dos elementos fluidos. Na figura (IV.17) sao 
comparadas as soluções do algoritmo 
ou não a rigidez do fluido, sendo a 
mesmo é feito na figura (IV.18), que 
implícito considerando-se 
matriz de massa agrupada. O 
também apresenta a resposta 
do algoritmo misto. A matriz de massa utilizada para essa fig~ 
ra foi do tipo discreta. Deve-se observar as soluções dos méto 
dos misto e implícito sem rigidez do fluido que são bastante pr§_ 
ximas. A figura (IV.19) é um contra-exemplo, pois foi prepara-
-6 da com um intervalo de tempo llt = 3, O x 10 seg, maior, por-
tanto, que o intervalo crítico do domínio fluido. Como era de 
se esperar, as respostas do algoritmo implícito considerando-se 
a rigidez do fluido foram semelhantes às dos casos anteriores. 
Para o algoritmo misto, os resultados não convergiram, e a fig~ 
ra mostra uma nítida situação de instabilidade numérica. Esta 
situação foi idêntica àquela obtida por meio do algoritmo impli 
cito desprezando-se a rigidez do fluído. Esse resultado permi-
te observar que, quando a rigidez dos elementos de fluido não é 
considerada, o método de Newmark torna-se semelhante ao misto, 
tanto em termos de precisão dos resulta dos, como, especialmente, 
em termos de estabilidade,pelo menos para as condições de con-
vergência adotadas no presente estudo para o processo de verifi 
mo, os vinte primeiros intervaios; a partir aai, uma unica ite-
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caçao do equilíbrio dinâmico. 
A eficiência computacional dos algoritmos pode 
ser analisada em função dos tempos de processamento dos diver-
sos casos apresentados. A utilização de massa agrupada implicou 
nos seguintes gastos computacionais, considerando-se o controle 
de convergência igual a 1,0%: 
- algoritmo explícito: 1.119 seg 
- algoritmo implícito com rigidez do fluido: - 1.006 seg 
- algoritmo implícito sem rigidez do fluido: - 1.148 seg 
- algoritmo misto: 1.253 seg. 
Os resultados obtidos com massa discreta e mesmo 
controle de convergência foram os seguintes: 
- algoritmo explícito: 1.087 seg 
- algoritmo implícito com rigidez do fluido: - 1.264 seg 
- algoritmo implícito sem rigidez do fluido: - 1.200 seg 
- algoritmo misto: 1.070 seg. 
A atualização da matriz de rigidez elevou exces-
sivamente o tempo de processamento. 
sentaram os seguintes tempos: 
Os casos analisados apre-
- algoritmo implícito, massa a.grupada, atua 
lização a cada intervalo: 
- algoritmo misto, massa discreta, atualiza 
ção a cada intervalo: 
- algoritmo misto, massa discreta, atualiza 




A respeito da atualização da matriz 
devem ser feitas algumas observações. Apesar do 
fortemente não-linear, e de ocorrer plastificação 
de rigidez , 
problema ser 
acentuada do 
material do tubo logo nos primeiros intervalos, nao se gastou, 
em nenhum caso, mais do que duas iterações para se atingir a t~ 
lerância exigida. Em todas as análises, a condição deconvergê:i::: 
eia era satisfeita com apenas duas iterações durante, no máxi-
mo, os vinte primeiros intervalos; a partir daí, uma Única ite-
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raçao era suficiente. 
A atualização da matriz de rigidez efetiva visa 
a aceleração do processo de convergência. Mas, como foi visto, 
a convergência já era atingida em, no máximo, duas 
mo para as análises que não atualizavam a matriz. 
i te:rações, me_§_ 
Em conseqtiê~ 
eia, o processo de atualização 
servado pelos tempos gastos de 
não foi efetivo, como pode ser o:12_ 
processamento. Isto é decorren-
te, também, do fato de não se conhecer, a priori, quais os in-
tervalos em que ocorrerao plastificações, justamente aqueles nQs 
quais a matriz de rigidez deveria ser modificada. A escolha ar 
bitrária do número de atualizações dessa matriz pode provocar, 
como foi comprovado, gastos excessivos e desnecesários no tempo 
de processamento. 
4.4. Calota Esférica Delgada 
Una calota esférica de pequena espessura, repre-
sentada na figura (IV.20) é a seguir analisada, quando submeti-
da a um carregamento uniformemente distribuído em sua superfí-
cie. Trata-se de um sólido axi-simétrico, discretizado por meio 
de dez elementos isoparamétricos, com oito 
utilizados (2 x 2) pontos de integração de 
massa agrupada. 
pontos nodais. Foram 
Gauss, e matriz de 
O problema original consistia ~ . em um unico mate-
rial na casca, cujas características eram as seguintes: 
E = 1 O, 5 x 1 O G l b /in 2 
V = 0,3 
= 24, O 10 3 lb /in 2 o X y 
Et = 2,1 10
5 
lb /in 2 X 
-4 2 4 p = 2 , 4 5 x 1 O 1 b . s ec /in 
Considerando-se a proposta da referência Q7], a 
análise da estrutura foi realizada utilizando-se dois elementos 
rígidos no topo da calota, feitos de um outro material, cujas ca 
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V = O, 3 
50,0 10 3 lb/in 2 a = X y 
-3 2 4 
p = 7,80 xlO lb.sec /in 
A inclusão dos dois elementos rígidos caracteri-
za o problema como de interação entre dois meios distintos, cu-
ja solução será diferente do caso original. Para a situação ini 




o menor período de vibração é igual a 1,380 x 10 seg. Para a 
-3 
calota modificada, o período fundamental é igual a O, 592 x 10 seg, 
~ ~ - -6 e o periodo minimo e igual a 0,776 x 10 seg. Portanto, a cog 
sideração de dois elementos rígidos no topo da estrutura não al 
tera significativamente o período fundamental, porem o menor p~ 
rÍodo sofre uma variação considerável. 
Para a integração implícita, o intervalo de tem-
po que pode ser adotado é igual a, aproximadamente, Tf/100, on-
de Tf é o período fundamental. Para o problema original ou o 
modificado, o intervalo de integração adotado foi- igual a O, 60x1Õ5seg. 
Para que a solução por meio do algoritmo explícitos~ 




T . /rr, onde T . e o menor período 
min min 
Esta condição implica na adoção do 
a casca original, e de 0,25 x 10- 6 
de vibração da estrutu-
intervalo de 0,40 x 1õ6 seg 
seg para a modificada. 
Então, a consideração dos dois elementos rígidos 
a estrutura não afetará consideravelmente a solução por meio do 
algoritmo implícito, mas a análise através do algoritmo explÍci 
to se tornará mais cara. Procedendo-se a análise por meio do al 
gorítmo misto, pelo qual os elementos de menor rigidez são inte 
grados pelo Método da Diferença Central, e os mais rígidos pelo 
Método de Newmark, pode-se minimizar tal situação. Como a con-
dição de estabilidade é governada pelo intervalo crítico do do-
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111 
mínio explícito, o intervalo de tempo pode ser exatamente o mes 
mo da calota original, diminuindo-se os custos da análise. 
A finalidade deste exemplo e comparar as soluções 
de cada um dos algoritmos, com os intervalos de tempo discuti-
dos acima. Os resultados obtidos estão apresentados na própria 
figura (IV.20), onde é mostrada também a resposta da calota ori 
ginal, analisada pelo algoritmo de Newmark. Pode-se constatar 
a coincidência entre as soluções. A tabela (IV.5) mostra os va 
lares das tensões em um ponto de integração do segundo elemento 
próximo à seção do engaste. Pode-se constatar a 
do referido ponto durante um determinado período 
bela foi preparada por meio do algoritmo misto. 
plastificação 
de tempo. A ta 
Os tempos de processamento gastos para a análise 
foram os seguintes: 
Algoritmo 
4000llt's 
Expl Íc i to, li t -6 = 0,25 xlü seg = 5.354 seg em 
Algoritmo Misto, llt 
2500llt's 
-6 = 0,40 x 10 seg 
Algoritmo Implícito, llt 
166{1t's. 
-6 = 6,0 x 10 seg 
4.5. Fundação Circular sobre Maciço Terroso 
= 6.209 seg em 
= 599 seg em 
Neste problema, estuda-se a resposta d:irâmica elas 
to~plástica de uma fundação circular assente sobre um maciço de 
solo argiloso. O carregamento aplicado é súbito e uniformemen-
te distribuído, e a fundação circular é considerada rígida os~ 
ficiente para que não haja possibilidade de sua plastificação, 
conforme Qil] . 
Devido ao transiente de curta duração aplicado, 
admite-se que não exista condição de drenagem, podendo o solo ser 
estudado segundo tensões totais ém regime elástico e plásticn.- Nestes ter-
mos, o material do maciço é considerado seguir o Critério de \bn 
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TABELA (IV.5) - Histórico de Tensões em Um Ponto da Calota Esfé 
rica (lb /in 2 )-Algoritmo Misto 
Tempo ªR ªz 'RZ ªe Estado -4 Físico''' (seg)xlO 
0,40 +947 +48 7 +892 -675 E 
0,80 -7.437 -1.537 +5.395 -4.273 E 
1,20 -15.480 -2.892 +10.025 ·-7.095 E 
1,60 -20.422 -2.708 +10.716 -8 . 516 p 
2,00 -23.404 -4. 5.35 +10.350 -10.334 p 
2, 4 O -22.645 -3.714 +10.239 -9.761± E 
2,80 -20.457 -3.255 +9.209 -9.179 E 
3, 2 O -19.102 -3.081 +8.535 -8 . 4 5 6 E 
3, 5 O -17.071 -2.575 +7.405 -7.590 E 
4,00 -13.392 -1. 78 7 +6.081 -6.673 E 
4,40 -11,445 -1.256 +5.126 -5.220 E 
4,80 -9.925 -955 +4.993 -6.208 E 
5, 2 O -9. 58 O -909 + 5. 04 9 -6.369 E 
5,60 -12.355 -1.443 +5.922 -6.968 E 
6, O O -14.434 -1.927 +6.85'9 -7.647 E 
5, 4 O -16.557 -2.414 +7.919 -8.554 E 
6,80 -18.154 -2.752 +8.757 -9.214 E 
7,20 -17.200 -2.451 +8.641 -9.131 E 
:', E - Elástico 
p - Plástico. 
Mises, como material plástico perfeito. 
As características geométricas do problema sao re 
presentadas na figura (IV. 21). A malha de elementos finitos foi 
discretizada por meio de elementos de quatro nós, com (2 x 2) 
pontos de integração de Gauss. Todos os casos analisados utili 
zaram matriz de massa agrupada. 
A análise das freqüências naturais do problema r~ 
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~ -2 
velou que o per iodo fundamental do sisterra glol:al vale 7 ,8136 xlO seg, 
o que implica na utilização de um intervalo de tempo para o al-
~ ~ . -4 
goritmo implicito de, aproximadamente, 8,0 x 10 seg. O inter-
-4 
valo crítico do algoritmo explícito é igual a 1, O x 10 seg, e, 
-4 
para o algoritmo misto, esse valor aumenta para 6,0 x 10 seg. 
Apesar de intervalos relativamente próximos en-
tre os algoritmos implícito e misto, os tempos de processamento 
foram menores para o primeiro deles. Foram observados os segui_i:i_ 
tes gastos na análise do problema: 
Algoritmo ExplÍc i to, l'lt = 1,0 X 10-
4 
seg = 4.356 seg 
Algoritmo Misto, l'lt = 6, O X 10-
4 
seg = 1. 4 96 seg 
Algoritmo ImplÍc i to, l'lt = 8, O X 10-
4 
seg = 1.073 seg 
Deve-se ressaltar que, nas análises implícitas, 
foram ocupadas 1.586 posições do vetor de armazenamento da ma-
triz de rigidez efetiva. Esse número caiu para apenas 381 pos~ 
ções, quando utilizado o algoritmo misto. Isto representa uma 
economia, em termos de memória, de 75,97% a favor do algoritmo 
misto, apesar de que o tempo de processamento gasto nesta análi 
se ter sido 39,5% superior ao do algoritmo implícito. 
Um estudo das tensões no maciço terroso revela 
que o solo tem um comportamento não-linear acentuado, caracteri 
zado por plastificação em diversos pontos. A figura (IV.22) i-
lustra tal situação para um ponto do maciço próximo à fundação, 
apresentando-se a variação das tensões ªz por meio dos três al-
goritmos implementados. A tabela (IV.6) foi preparada com idê_i:i_ 
tica finalidade, considerando-se o histórico de tensões para um 
outro ponto do terreno. Essa tabela foi determinada por meio 
do algoritmo misto. 
Em função do comportamento não-linear do proble-
ma, realizou - se uma segunda análise, desta vez atualizando a 
matriz de rigidez efetiva a cada intervalo. Os tempos gastos de 
processamento foram os seguintes: 
-4 - Algoritmo misto, l'lt = 6,0 x 10 seg = 1.932 seg 
-4 
- Algoritmo implícito, l'lt = 8,0 x 10 seg = 2.752 seg 
p{psiJ 
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FIGURA (IV .21) - Fundação Circular em ~aciço Terroso - Caracte 








FUNDAÇÃO CIRCULAR EM MACIÇO TERROSO 
ANÁLISE DE TENSÕES NO SOLO 
~ ------ () r Ponto Considerado 
() 8 
-·~. I ' , .. :tY--t\:,. \ 
.~,\ ' I \ 
'+' ,• \ #"\ / 
1' . a- \{./ \• ' ,+-j 
/-\ --~,-.~ \ • ..,..- --g-• .x 1 '-t, 
J 
O, 16 0,32 0,48 
-·-- Algorítmo Explícito 
---+--- Algorítmo Implícito 
------t.------ Algorítmo Misto 
0,64 0,80 0,96 1,12 
-1 t(seg) x 10 
FIGURA CIV. 22) - ·variação das Tensões CJZ para lhn Determinado Pon 
to do Maciço Terroso. 
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A economia obtida neste caso através do algorit-
mo misto foi de 25,7%. Este resultado era perfeitamente previ-
sível, devido ao número de operaçoes ser muito grande. 
As respostas dos diversos algoritmos para as duas 
análises discutidas estão apresentadas nas figuras (IV .23) e 
(IV.24), onde se pode reparar a plena concordância dos resulta-
dos. 
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p - Plástico. 
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FIGURA (IV.23) - Comparação dos Resultados entre os Algoritmos. 
6t = 1.0 x 10-4 seg 
exp 4 6t . = 6.0 x 10- seg 
ffilS 
6t. = 8.0 x 10-4 seg 
imp 
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FUNDAÇÃO CIRCULAR SOBRE MACIÇO TERROSO 











Mf.STO. COM ATUALIZAÇÃO DA 
RIGIDEZ A CADA UM INTERVALO. 
--+-- IMPLÍCITO. COM ATUALIZAÇÃO DA 
RIGIDEZ A CADA UM·· INTERVALO. 
• ,--t\, 
/ . \ ~ . 1· \ 
\ / \, 
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/ +, • ·~+ 
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\ 1· 
\ .l . / 
'+ /. '--• 
0.60' +--~---.---.--r---r---r----r----,--~--.---r---,---~--, 
0.16 0.32 0.48 0.64 o.ao 0.96 1.12 
_, 
t(segJ x 10 
FIGURA (IV .24) - Algoritmos Implícito e Misto com Atualizações 
Sucessivas da Matriz de Rigidez. 
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4.6. Casca Ciltndrica Imersa em Meio Fluido 
Neste exemplo, analisa-se o comportamento de um 
tubo cilíndrico de grande comprimento, em uma seçao transversal, 
imerso em um meio fluido. O problema é tratado como sendo do Es 
tado Plano de Deformações Qi-9, 59]. O tubo está afastado das 
bordas a uma distância de 60 in a partir do seu centro de gravi 
dade. Os deslocamentos estão prescritos em três lados. No bar 
do livre é aplicada uma pressao uniformemente distribuída e cons 
tante, com valor de 100 lb/in. 
Os ·dados de geometria e as caracter'isticas dos ma 
figura (IV.25). Foram discretizadas 
, 
teriais estão indicadás 
/ 
duas malhas distintas, 
na 
apesar de ser representada apenas uma d~ 
las. A primeira malha faz uso de elementos isoparamétricos, se~ 
do o domínio fluido constituído por elementos com variado núme-
ro de pontos nodais, e o domínio da estrutura por elementos de 
oito nós. O problema completo consiste em um total de 61 nós, 
dos quais 16 são prescritos. Para esta solução, o armazenamen-
to da matriz de rigidez efetiva exigiu uma area na memória cor-
respondente a 832 posições, em se tratando do algoritmomisto,ou 
1.392 para o implícito. 
A segunda malha discretizada e totalmente seme-
lhante a indicada na figura (IV.25), exceto que todos os elemen 
tos, independente do domínio, são de oito pontos nodais. No to 
tal, são 121 pontos, dos quais 30 estão restritos. Neste caso, 
a ocupaçao da memória para o armazenamento da-matriz de rigidez 
e de 1.999 posições para o algoritmo misto, e de 5.020 para o 
implÍc i to. 
A análise foi feita utilizando-se matriz de mas-
sa discreta ou agrupada, e a tolerância para verificação do cri 
tério de convergência foi, na maioria das vezes, igual a 1%. 
Não se notou um aumento acentuado de precisão quando a tolerân-
eia passou para 0,1%. O problema também foi examinado pelo al-
gorítmo implícito, desprezando-se a rigidez do domínio fluido. 
As taxas de ocupação de memória, nestes termos, foram idênticas 
às do algoritmo misto. 
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ESTADO PLANO DE DEFORMAÇÕES 
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CASCA ' f. 3.0 X ,o' psi 
'ºº 
v 0.25 
-4 Z . 4 !' 7. 35 X 10 lb.s l 1n 
FLUIDO )( 3.0 ' 
,os psi 
t p 9.35 X 1õ5 Jb.s2 t in4 
FIGURA (IV. 2 5) - Casca Cilíndrica Imersa em 'leio Fluido - Carac 
terísticas do Problema. 
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A análise do problema por meio do algoritmo ex-
-7 plÍcito exigiria um intervalo de tempo de 3,0 x 10 seg, pois 
era este o 
estrutura. 
-5 
4,0 X 10 
tempo crítico do sistema, determinado 
O domínio fluido exigia um intervalo 
pelo domínio da 
de no máximo 
seg, igual ao valor crítico para a região. O perío-
-3 do fundamental do sistema corresponde a 8,48 x 10 seg. Este 
resultado acarretou na escolha do intervalo de tempo para o al-
~ -5 gorítmo implicito igual a 8,0 x 10 seg. Enquanto que o inter 
valo do algoritmo implícito é igual ao dobro do misto, este Úl-
timo é superior a cem vezes o intervalo crítico do algoritmo e~ 
plÍcito. Por causa dessa enorme diferença, dispensou-se análi-
se do problema por meio do Método da Diferença Central. 
As figuras (IV.26) a (IV.27) mostramasvariações 
das velocidades horizontais dos nós 1 e 29 para a malha de 61 nós. 
Na primeira figura, são apresentadas as respostas das análises 
por meio dos algoritmos implícitos, com massa agrupada; misto, 
com massa discreta; e implÍcito,sem a rigidez do fluido, commas 
sa discreta e mesmo intervalo de tempo do procedimento misto. 
Observa-se a boa concordância entre os diferentes resultados, e~ 
pecialmente entre aqueles obtidos por meio do algoritmo implici:_ 
to, sem rigidez do fluido, e o misto. A segunda figura foi apr~ 
sentada para reforçar as conclusões obtidas no exemplo (IV.3), a 
respeito da co~dição de estab,ilidade do algoritmo implícito, qu,,!!_ 
do se desprezam as influências da matriz de rigidez dos elemen-
tos fluidos na matriz global. Em tal figura, são comparadas as 
respostas do algoritmo implícito, sem rigidez do fluido, com Ill3.S 
-4 -
sa discreta, e com os intervalos de tempo iguais a 0,4 x 10 seg 
-4 
e O, 8 x 10 seg. Utilizando o primeiro destes dois valores, ou 
o segundo com uma tolerância de 0,001, os resultados convergi-
ram e foram aproximadamente iguais. No entanto, quando se alt~ 
rou a tolerância para O, 01, não houve convergência para o maior 
dos dois intervalos, caracterizando-se· uma nítida situação de 
instabilidade. 
A figura (IV.28) mostra os resultados obtidos com 
a malha de 121 nos. As velocidades analisadas corresponderam às 
dos mesmos nos do caso anterior. Os gráficos foram obti'dos con 
siderando-se matriz de massa discreta e controle de conver-
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CASCA IMERSA EM MEIO FLUCDO 
MALHA COM 6( N0°S 
FIGURA (IV.26) - Resultados dos Algoritmos Implícito Com e Sem 
Rigidez do Fluido; e Misto. 
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VELOCIDADES HORIZONTAIS DO NÓ 
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FIGURA (IV.27) - Resultados do Algoritmo Implícito Não se Consi 
derando a Rigidez de fluido (Malha com 61 NósT. 
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FIGURA (IV.28) - Resultados dos Algoritmos Implícitos Com ou Sem 
Rigidez do fluido, e Misto Cl21 Nós). 
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gência igual a O, 01. Note-se a excelente aproximação entre os 
algoritmos misto e implícito sem rigidez do fluido. Tentou-se 
processar este Último algoritmo com um intervalo de tempo maio~ 
igual ao do algoritmo implícito original e, mesmo com tolerân-
cias da ordem de 0,0001 não houve convergência. 
O algoritmo implícito, sem 






duzindo-se as tolerâncias, enquanto que, para a malha de 61 nós, 
este procedimento foi suficiente para estabilizá~lo. Como esta 
discussão ultrapassa os objetivos do presente trabalho, seráco_1:_ 
siderado suficiente a condição de que o algoritmo implícito sem 
a rigidez do fluido é estável sob as mesmas condições do algorÍ! 
mo misto, quando o controle de convergência das iterações for 
feito através da equação (II.44). 
Em termos de eficiência computacional, foram ob-
servados os seguintes tempos de processamento: 
a) Malha de 61 nos: 
- Algoritmo implícito, massa 





Algoritmo misto, massa discreta, tolerân-
-4 
eia de 0,01, 6t = 0,4 x 10 seg 
Algoritmo implícito, massa 
rância de 0,01, 6t = 0,4 x 






- Algoritmo implícito, 
rância de 0,001, .6t 
rigidez do fluido 
massa dis·creta, tole-
-4 = 0,8 x 10 seg., se~ 
b) Malha de 121 
~ 
nos: 
- Algoritmo implícito, massa discreta, tole-
rância de O, 01, 6t = 0,8 X 10-
4 
seg 
- Algoritmo implícito, massa discreta, tole 
rância de O, 01, 6t = 0,4 X 10-
4 
seg 
= 302,8 seg 
= 478,6 seg 
= 575,8 seg 
= 384,9 seg 
= 393,0 seg 
= 720,8 seg 
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Algoritmo implícito, massa 
rância de 0,01, Lit = 0,4 x 
gidéz ,do fluido 






= 680,5 seg 
Uma das aplicações mais importantes dos algorit-
mos que tratam de sistemas rígido-flexíveis do tipo fluido-estru 
tura, ê a relacionada com os vasos de pressâo Q,tf]. Neste exem 
plo, procura-se analisar o comportamento de um vaso de pressâo, 
representado na figura (IV .29), solicitado por uma pressao in-
terna súbita, de grande intensidade e curta duração, simulando a 
de sólido Axi-simêtrico, carga de uma explosâo. É um problema 
cuja discretização foi feita aproveitando-~e as característi-
cas de simetria existentes. Admite-se que o reator esteja cir-
cundado por um fluido, confinado em três lados, e com a superfi_ 
Cle livre para quaisquer deformações. o vaso tem paredes de 
1,0 ln de espessura, e o raio interno do mesmo e igual a 19 ln. 
o período de 




0,1 x 10 seg, reduzindo-se a zero ao final desse 
intervalo. Admite-se que o comportamento do material do vaso e 




Foram efetuadastrês etapas distintas de análise: 
19) O reator ê analisado isoladamente, despreza~ 
do-se a influência do fluido circundante. A análise foi feita 
pelo algoritmo de Newmark, determinando-se os deslocamentos dos 
nós Nl e N2 da malha correspondente indicada na figura (IV .30). 
29) Considera-se a interação fluido-estrutura, e 
o problema ê analisado de maneira global. Porém, a simulação da 
interface entre as duas regiões ê feita por elementos fluidos de 
pequena espessura, que permitem o movimento da superfície livre 
do líquido. 
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3?) A análise é equivalente à do item anterior, 
substituindo-se os elementos de pequena espessura por elementos 
escalares de mola na interface, conforme discutido no Capítulo 
III. Dessa maneira, ficam simulados os deslocamentos relativos 
entre o fluido e a estrutura, no sentido vertical, mas o desco-
lamento entre os dois meios no sentido horizontal está impedido. 
Em todos os casos foram utilizados elementos fi-
nitos isoparamétricos de oito pontos nodais, com (2 x 2) pontos 
de integração. Fez-se uso de matriz de massa agrupada. 
A análise das freqüências naturais do problema 
revelou que o maior período de vibração do mesmo é igual a 
2,41848 x 10-
3 
seg, o que implica na utilização de um intervalo 
-5 
de, aproximadamente, 2, 5 x 10 seg para o algoritmo de Newmark. 
O máximo intervalo de tempo 








lor adotado nas análises que fazem uso desse algoritmo. Para o 
processo misto, o intervalo adotado depende do tempo crítico do 
domínio fluido. Então, para a segunda etapa de análises, quan-
do foram utilizados elementos fluidos de pequena espessura na i!! 
terface, considerou-se que tais elementos fariam parte do domí-
nio implícito, aumentando-se a matriz de rigidez efetiva, mas em 
-5 compensação, podendo adotar um intervalo igual a 1,0 x 10 seg 
(tempo crítico para o domínio fluido, sem a faixa de elementos 
pouco espessos). Quando a análise foi feita com elementos esca 
lares de mola na interface, a condição de que tais elementos de 
vem estar em um Único domínio obrigou a utilização, no caso do 
algoritmo misto, de alguns elementos fluidos como se fossem im-
plÍcitos. Tal solução acarretou num aumento do número de nós da 
malha, sendo evidente que a eficiência da análise ficou compro-
metida. 
A figura (IV.31) mostra os deslocamentos dos nos 
Nl e N2 para a primeira etapa de análise. As figuras (IV .32) e 
(IV.33) indicam os deslocamentos dos mesmos nós por meio das s~ 
gunda e terceira etapas, respectivamente. Para cada fase de aná 
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FIGURA (IV. 30) - Dtscretizações Efetuadas para o Vaso de Pres 
sao . 
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VASO DE PRESSÃO - SEM INTERAÇÃO FLUIDO -ESTRUTURA 
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FIGURA (IV. 31) - Resultados do Algorítmo Implícito Sàm Conside 
rar a Interação fluido-Estrutura (1. Malha), 
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VASO OE PRESSÃO • COM INTERAÇÃO FLUIDO-ESTRUTURA 
(SE!M ELEMENTOS DE MOLA NA IN.TERFACE 1 
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FIGURA (IV. ·32) - Resultados dos Algoritmos Considerando-se a In 
teração fluido-Estrutura, mas sem Elementos Es 
calares de Mola na Interface. 
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VASO OE PRESSÃO ; COM INTERAÇÃO FLUIDO-ESTRUTURA 
(COM ELEMENTOS OE MOLA NA INTERFACE) 
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FIGURA (IV.33) - Resultados dos Algoritmos Considerqndo-se a 
Interação fluido-Estrutura e a Presença de 
Elementos Escalares de Mola na Interface. 
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O comportamento não-linear do sistema pode ser 
ilustrado pela figura (IV.34) que apresenta as curvas de varia-
ção das tensões cr
6 
para um determinado ponto do reator próximo 
ao seu eixo de simetria. As sim como cr 6 , as tensões crR, ªz e TEZ 
atingem valores excessivos acarretando algumas plastificações no 
referido ponto. Tal figura foi preparada através do algoritmo 
de Newmark, considerando as três situações distintas: estrutura 
isolada; estrutura e fluido,sem elementos escalares de mola; e, 
estrutura e fluido,com a presença dos elementos escalares de mo 
la na interface. 
A tabela (IV.7) apresenta o histórico de tensões 
para um outro ponto do vaso de pressoes, determinado por meio do 
algoritmo misto, sem a presença dos elementos escalares de mola 
na interface. Apesar de os valores das tensões terem sido gra:r:i: 
des, ainda nao foram suficientes para provocar plastificaçõesno 
local. 
As figuras (IV.35) e (IV.36) mostram a superfÍ -
cie livre do líquido, em diferentes tempos, e associadas ao uso 
de elementos de pequena espessura ou de molas na interface, res 
pectivamente. A concordância entre as duas soluções é prova do 
bom funcionamento do modelo implementado. Os diversos algorit-
mos apresentaram idênticos resulta dos. 
A comparaçao entre os tempos de processamento p~ 
ra os vários algoritmos deste problema só pode ser efetuada ro 
caso de elementos de pequena espessura na interface, já que a 
malha é a mesma para todos, com o número de nós e de elementos 
constantes. Mesmo assim, a comparação ficará mascarada, visto 
que, esses elementos de interface, quando analisados pelo algo-
ritmo misto, tiveram que ser considerados no domínio 
para não reduzir drasticamente o intervalo de tempo. 
implÍci to, 
Em tais ara 
lises, foram necessárias 1.945 posições no'vetor de armazenamen 
to da matriz de rigidez para o algoritmo implícito, e 1.485 pa-
ra o algoritmo misto. Nestas condições os tempos de processa-
mento obtidos foram: 
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Algorítmo ExplÍc i to, ilt = 5,0 X 10- 7 seg = + de 7.200 seg 
Algorítmo Misto, . i\t = 1,0 X 10- 5 seg = 1.165 seg 
Algorítmo Implícito, Llt 2, 5 -5 58 5 = X 10 seg = seg 
TABELA (IV. 7) - Histórico de Tensões ( Vaso de Pressão). Algorítmo 
'listo. - _ Sem Elementos Escalares de Molas. 
Fbnto Considerado 
Tempo _ 2 ºR ºz TRZ ºe Estado (seg) x 10 FÍsico 1~ 
0,02 3.520 11.857 -2.417 3.700 E 
0,04 6.311 20.759 -3.718 4-. 2 O 9 E 
0,06 8.225 26.316 -4. 7 08 4.255 E 
0,08 12.969 4 O. 8 34 -7 ·-º 3 3 5.272 E 
0,10 15.173 48.690 -8. 8 71 8 . 2 8 7 E 
O ,12 15.781 52.270 -9.109 8.218 E 
0,14 14.016 46.185 -7.930 7.426 E 
O ,16 14.208 48.627 -8.242 8.059 E 
0,18 13.774 46.394 -8.223 8.849 E 
O , 2 O 9.980 34.926 -5.885 6. 48 O E 
0,22 6.400 24.265 -4.016 5.393 E 
0,24 6.168 23.335 -4.053 6.329 E 
O , 2 6 4.964 20.413 -3.172 6.019 E 
O , 2 8 3.231 14.719 -2.426 4.399 E 
O , 3 O 5.660 20.863 -3.651 5.552 E 
* E - Elástico 
p - Plástico. 
Como ilustração, no caso de elementos escalares 
de mola na interface, o algorítmo de Newmark necessitou de 1. 728 
posições de memória para armazenar a matriz de rigidez efetiva, 
enquanto que o algorí tmo misto precisou de 1,773, devido aos pr~ 
blemas discutidos anteriormente. Nestas condições, o tempo de 
processamento de cada análise foi igual a: 
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VASO DE PRESS/10 
ANALISE DE TENSÕES - ALGORTTMO IMPLTCJTO 
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0,05 O, 1 O O, 1 5 0,20 
-1, O -·-- Estrutura 
---+--- Estrutura+ Fluido 
-----/J.---- Estrutura + Fluido + E 1. Molas 
-2,0 
FIGURA (IV. 34) - Vaso de Pressão: Variação das Tensões 0
6 
para 
um Determinado Ponto da Estrutura. 
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13.9" 
N3 N4 NS N6 N7 
MALHA COMPLETA SEM INTERFACE 
:~:] finl 
o. o] ---==~c;=:=::':':c===é;;;~:';';;;:;;===~--;--;-;;~;;:;;-~ 
SUPERFICIE LIVRE NO TEMPO t = O. 0001 seg 
:::J 
00.J 
SUPERF(C/E LIVRE NO TEMPO 
:.:::J .----. --· o o.] 
SUPERFl'c!E LIVRE NO TEMPO 
:.~:J .----·-----. 
0.0..J 
SUPERFlé:rE LIVRE NO TEMPO 
::~::.1 . ---- ·------. 
o.o.J 




t = 0.0004seog 
·-----------. t " O.DOOS seg 
.--- ·------------·-·-----. 
SUPERFi'CIE LIVRE NO TEMPO t = 0.0006 seg 
::3 _.,.------_-:c-:-:-:c:-. ~c::--:-::c::::--:,·------~=:.::----· --------;-::-::;-;~;-::· 
SUPERFl'CIE LIVRE NO TEMPO t = 0.0007 seg 
SUPERFICIE LIVRE NO TEMPO t 11 0.0008 seg 
FIGURA (IV .35) - Deslocamento da Superfície Livre do fluido sem 
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SUPERF(C/E LIVRE NO TEMPO t ,: o.oooe seg 
FIGURA (IV.36) - Deslocamento da Superfície Livre do Fluido, 
Considerando a Presença de Elementos Escala-
res de Mola na Interface. 
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+de7.200 nos, = 6,0xlO seg = seg 




1.296 nos, = O xlü seg = seg 
Algoritmo Implici to, 64 lit 2, 5 -5 554 nos, = X 10· seg= seg 
Pode-se concluir que, em termos de precisão, os 
algoritmos apresentaram resultados bem semelhantes. A simulação 
do movimento relativo entre o fluido e a estrutura apresentou r~ 
sultados satisfatórios. Para os algoritmos explicito e implici 
to, é mais conveniente a utilização de elementos escalares de 
mola na interface, pois, desta forma, pode-se reduzir ·o numero 
de nós e de elementos, sem afetar a simulação do comportamento 
fluido. Para o algoritmo misto, a melhor alternativa é a de ele 
fuentos · de pequena espessura na interface, visto que, o uso de m~ 
las na interface implica no aparecimento de outros elementos p~ 
ra compatibilizarem suas deformações. 
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V - COMENTARIOS E CONCLUS0ES 
Este trabalho teve por finalidade apresentar um 
estudo sobre o algorÍ tmo misto implÍc i to-explÍci to de integra-
ção das equações dinâmicas no tempo, discutir a sua performance 
e compará-lo com os processos tradicionais de análise. 
Para tanto, implementou-se um programa em lingu~ 
gem FORTRAN IV que, sendo modular, permitiu a análise indepen-
dente de cada algoritmo, de maneira tal que as comparaçoes de 
eficiência computacional puderam ser realizadas fielmente. A 
comparaçao do resultado e do comportamento dos vários métodos de 
integração por meio de programas diferentes era um fator que JIBS 
carava a análise, não permitindo conclusões mais seguras. 
O programa desenvolvido mostrou-se 
Originário do trabalho da referência Q. ![1, 
prático e se-
no qual se im-guro. 
plementou a integração explícita por meio do Método da Diferen-
ça Central, bem como a solução não-linear do sistema, acrescen-
tou-sea· integração implícita através do Método de Newmark. Permi 
tiu-se também que fossem realizadas atualizações sucessivas na 
matriz de rigidez efetiva. 
O algoritmo implícito foi preparado na forma pr~ 
ditara-corretora, como explicado no Capítulo II. O método mis-
to foi igualmente implementado, equivalendo a se desenvolver, no 
mesmo programa, o algoritmo explícito outra vez. 
Significa, por conseguinte, que a solução através 
do algoritmo explícito poderia ser obtida pelo Método da Dife-
rença Central original, pré-estabelecido, ou pelo dispositivo 
predi tor-corretor do algorí tmo misto, com todos os elementos ex 
plÍcitos. f lógico que a eficiência do algoritmo, quando pro-
cessado desta Última forma, não é maior que a original, pois, 
além das limitações do intervalo de tempo reduzido, há a monta-
gem da matriz de rigidez efetiva. Assim sendo, todas as compa-
raçoes entre os algoritmos foram feitas considerando o método ex 
plÍcito original. 
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Em termos de precisão, os resultados obtidos com 
provaram a boa resposta do algoritmo implementado. Os valores 
calculados pelos três métodos foram aproximadamente iguais, quer 
em termos de deslocamentos nodais, como em velo.cidades ou ten-
sões dos pontos de integração, para as três categorias desiste 
mas estruturais consideradas: Estado Plano de Tensões, Estado 
Plano de Deformações e Sólidos Axi-simétricos. Como era de se 
esperar, os resultados do algoritmo misto ficaram, na maioria 
das vezes, entre aqueles do método implícito e os do explícito, 
aproximando-se mais deste Último. 
Verificou-se ainda que soluções como o refinamen 
to da malha, a redução no intervalo de integração, ou mesmo a 
variação do número de pontos de integração alteram decisivamen-
te os resultados da análise. Não se constatou, em nenhuma apl! 
cação, uma melhora acentuada na precisão dos mesmos, quando se 
reduz o controle de convergência das iterações de equilíbrio. 
Tais respostas alteram-se profundamente, se considerados osefe! 
tos das interações entre os vários meios, conforme mostra o 
exemplo do vaso de pressao. 
Comprovou-se, claramente, a estabilidade do alg~ 
ritmo misto, de acordo com o discutido no Capítulo II. A condi-
ção de que o intervalo de tempo adotado deve ser menor que oi~ 
tervalo critico do domínio explícito ·mostrou-se suficiente na maioria 
das vezes ·cos coeficientes adotados para o algorí tmo de Newmark fo 
,ram.·iguais a y = O, 5 e B = O, 25). Apenas no caso do tubo cheio 
de fluido é que se usou um intervalo menor que o crítico, pois 
assim o exigia a condição de precisão dos resultados do domínio 
implÍci to, em função do período fundamental de vibração do pro-
blema. 
O modelo implícito, preparado desprezando-se a 
influência da rigidez dos elementos de fluido na matriz de rig! 
dez efetiva, em problemas de interação fluido-estrutura, mostrou-
se eficaz e preciso. Os resultados são bastante coincidentes 
com os do próprio algoritmo misto, e as condições de estabilida 
de são garantidas, se forem considerados como daquele algoritmo. 
Tal fato foi constatado nos exemplos do tubo cheio de fluido,ca~ 
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ca imersa em meio líquido, e do vaso de pressao. É importante 
considerar os casos processados com 6t > 6t do domínio explÍ-cr 
cito, que comprovaram nitidamente que o algoritmo implícito, sem 
a rigidez do fluido, é instável quando não se atende a essa con 
dição, e quando o controle das iterações é feito por meio da 
equação (II.44). 
O elemento escalar de mola mostrou-se eficiente, 
simulando com ·.precisão o movimento relativo entre o fluido com 
superfície livre e a estrutura. 
Encontrou-se uma enorme dificuldade em se obter 
resultados representativos para a comparação dos tempos de pro-
cessamento entre os diversos algoritmos implementados, mesmo·· e~. 
tando em um Único programa. Problemas de sobrecarregamento do 
sistema operacional impediram a determinação de parâmetros reais 
de comparação. lln exemplo, processado duas vezes pelo mesmo al 
gorítmo, era capaz de apresentar gastos computacionais diversos, 
mesmo que o processamento fosse realizado em horários iguais ou 
diferentes. 
Devido a tais limitações, que infelizmente esca-
param .do alcance deste trabalho, as comparações entre os tempos 
de processamento devem ser observadas com ressalvas e cuidados. 
Os valores do tempo de análise apresentadas nos diversos exem-
plos, foram escolhidos de forma criteriosa, procurando-se aque-
les resultados mais representativos. 
Em decorrência, pode-se afirmar que o algoritmo 
implícito foi o mais eficiente para os exemplos analisados em 
termos de gastos computacionais. Note-se que as comparações fo 
ram feitas para condições ideais, ou seja, o máximo intervalo de 
tempo permitido para cada algoritmo. Mesmo nos problemas dei~ 
teração entre dois meios distintos, o Método de Newmark mostrou--
se o mais eficaz.· 
De modo geral, ao longo de todas as análises,foi 
o método implícito que se mostrou mais eficiente, mesmo que, em 
cada iteração, ele tenha sido mais lento que o algoritmo misto. 
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A principal razao desse resultado é, sem dúvidas, 
o fato do intervalo de tempo do algoritmo implícito ser sufici-
entemente maior que o do algoritmo misto. Dessa forma, garan-
te-se a realização da análise em menor tempo, mesmo que a ocup~ 
ção da memória seja superior (armazenamento de dados na matriz 
de rigidez efetiva), ou que o número de operações para a monta-
gem e resolução do sistema de equações também seja superior. Em 
outras palavras, nos exemplos aqui processados, não se observou 
uma redução na montagem das matrizes ou no tamanho do sistema, 
que compensasse o menor intervalo de tempo do algoritmo misto. 
A integração mista no tempo foi mais eficiente 
que a implícita nas situações em que o intervalo adotado entre 
os dois métodos foi aproximadamente o mesmo, como no exemplo do 
tubo, ou então, nos casos de atualização sucessiva da matriz de 
rigidez, quando o numero de operações se eleva drasticamente, 
comprometendo a performance da análise implícita. 
Em função do exposto, é possível tirar 
conclusões importantes: 
algumas 
19) O algoritmo implícito-explícito é, comprova-
damente, mais uma ferramenta a que pode recorrer o projetista eE_ 
trutural em situações particulares. 
eficiente. 
29) A princípio, é o algoritmo de Newmark o mais 
Sua escolha fica na dependência do número de equa-
ções do sistema nao ser muito grande, da numeração dos nós da m~ 
lha de elementos finitos ser adequada e do intervalo de tempo 
ser escolhido em função do período fundamental do problema glo-
bal. Nem sempre se consegue atingir essas três condições. O nú 
mero de equações do sistema e a numeração dos nós, que determi-
nam o tamanho das matrizes e a área de armazenamento de dados, 
dependem da capacidade do computador utilizado. Muitas vezes e 
necessária a divisão em blocos dessas matrizes, ou o uso de me-
mória virtual, que comprometem a eficiência do algoritmo. A de 
terminação do máximo intervalo de tempo exige uma análise de vi 
brações livres do sistema, por vezes onerosa, comparando-se ao 
próprio cálculo da resposta dinâmica que se procura. Isso faz 
com que, em certas ocasiões, o intervalo de tempo seja adotado 
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por tentativas, com poucas chances de ser a solução ideal. 
2 
39) Quando y _:_ 0,5 e 13 _:_ (y + 0,5) /4, o .inter-
valo de tempo a ser utilizado no algoritmo misto é, em geral, 
determinado pelo intervalo crítico do domínio explícito. Even-
tualmente, esse valor pode ser inferior, a fim de se atender às 
condições de precisão e estabilidade para o domínio implícito. 
Isso exigiria também uma análise do espectro das freqüências na 
turais do sistema e do carregamento. 
49) Se os intervalos de tempo do domínio implíci 
to, e do explícito forem aproximadamente iguais, o algoritmo !IllS 
to deve ser o mais e·fic iente. 
59) O mesmo acontece se houver atualização suces 
siva da matriz de rigidez, com o intuito de se acelerar a con-
vergência a cada iteração ou 
que possuem propriedades que 
quando se defronta com materiais 
variam acentuadamente. No entanto, 
a atualização da matriz de rigidez só tem sentido quando surgi-
remos efeitos não-lineares. A condição ideal é a atualização 
dessa matriz apenas naqueles intervalos onde se fizerem sentir 
os efeitos da plastificação do material (o presente trabalho se 
limitou a esse tipo de não-linearidade). A verificação de tais 
intervalos é muito complexa e não foi realizada no programa. 
Atualizar a matriz de rigidez, em intervalos determinados de tem 
po, pode também não ser uma opção conveniente, pois não se sab~ 
a priori, se esses intervalos coincidirão com aqueles onde ocor 
rerao as plastificações. Assim, para contornar o problema, de-
ve-se atualizar a rigidez em todos os intervalos, solução essa 
bastante onerosa, só se justificando em problemas altamente não-
lineares. Deve ser registrado que, nos exemplos analisados,me~ 
mo nos acentuadamente não-lineares, nao eram necessárias mais do 
que três iterações para se atingir a convergência, tanto no al-
goritmo misto como no implícito. 
69) O algoritmo misto só deve ser utilizado em 
problemas que envolvam a interação de sistemas rígidos-flexíveis. 
79) No caso de interações fluido-estrutura, po-
144 
de-se utilizar o algoritmo implícito modificado, desprezando-se 
a rigidez do domínio fluido. Essa situação é condicionada as 
mesmas limitações do algoritmo misto, mas tem a vantagem de po-
der ser implementada facilmente em um programa de integração im 
plÍcita. 
89) Os elementos escalares de mola provaram simu 
lar com eficiência os movimentos relativos entre o fluido e a es 
trutura. Pelo fato de serem localizados em um Único domínio, só 
devem ser utilizados nos algoritmos implícito e explícito. Devi_ 
do a essa situação, é desaconselhável o seu uso no processo mi~ 
to, pois haveria necessidade de uma faixa adicional de elemen -
tos que compatibilizassem os dois meios. Em decorrência, o ta-
manho das matrizes do sistema seria majorado. 
99) Se o problema for do tipo não-linear geome-
trico, o algoritmo misto deve ser o mais eficiente, dada a ne-
cessidade de se atualizar, constantemente, a matriz de rigidez 
efetiva. 
Como complementação deste trabalho, sugere-se que 
sejam estudados os seguintes tópicos: 
- Comportamento dos procedimentos implementados 
com critérios de verificação do equilíbrio dinâmico e estabili-
dade dos algoritmos baseados no conceito de conservação de ener 
gia; 
- Variação do intervalo de integração durante a 
análise ou adoção de intervalos de tempo distintos para cada do 
mínio; 
- Atualização da matriz de rigidez efetiva, ape-
nas nos intervalos onde ocorrerem efeitos não-lineares.; 
- Implementação de uma sub-'rotinà para a análise 
não-linear geométrica; 
- Implementação de elementos infinitos ])3.ra análises de 
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